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Avertissement 


Ce tome, le deuxième de notre manuel de Première CDE, développe les sections IV 
à VII du programme. Pour les sections IV à VI il est axé essentiellement sur les 
notions d'espace vectoriel sur IR. et de produit scalaire. 


Les chapitres 11 et 12 constituent une mise au point, assortie de compléments, des 
notions rencontrées en Seconde concernant les espaces vectoriels sur IR. et les 
applications linéaires. La principale nouveauté est l'étude des matrices 2 x 2. 
La relation entre espace vectoriel et espace affine ayant été étudiée en Seconde 
dans le cas de la dimension deux, nous définissons directement en Première 
l'espace affine de dimension trois comme espace affine associé à l'espace vectoriel 
de dimension trois sur R. : c'est l'objet du chapitre 13. 

La notion de produit scalaire est étendue au cas de la dimension trois ce qui permet 
de définir au chapitre 14 l'espace vectoriel euclidien 8. Revenant au cas du plan 
vectoriel euclidien 6, sont alors définis les rotations vectorielles et les angles. 

Ces derniéres notions permettent d'étudier au chapitre 15 les fonctions circulaires. 
La notion de norme euclidienne définie sur 6, conduit à celle de distance eucli- 
dienne dans tout espace affine associé à &, : cet espace affine Es, appelé espace 
euclidien de dimension trois est étudié au chapitre 16. 

La géométrie descriptive fait l'objet du chapitre 17 : il est destiné uniquement aux 
élèves de la section E. 

Enfin l'ouvrage se termine par deux chapitres développant la partie VII du pro- 
gramme : Statistique (chapitre 18) et Probabilités (chapitre 19). 


Tout au cours de ce livre il est clairement indiqué que certains développements ne 
concernent pas les éléves de la section D : certaines démonstrations du chapitre 11, 
le chapitre 13 en entier, presque tout le chapitre 16, certains paragraphes du 
chapitre 19. 


Bien que les tables trigonométriques aient été données dans le tome 1 avec les 
autres tables numériques, nous avons cru être utiles au lecteur en les reproduisant 
à la fin de ce tome 2, accompagnées de considérations sur l'usage de ces tables. 


Un index des notations et un index terminologique concernant les deux tomes 
clóturent cet ouvrage. 


M. Q.et A. R. 


pe 


Ce chapitre est une mise au point, avec les compléments prévus au programme de Pre- 
mière, des notions étudiées en Seconde concernant les espaces vectoriels sur IR. 
Dans la section I, après la définition suivie de nombreux exemples, sont étudiées les 
règles de calcul dans un espace vectoriel et la notion de sous-espace vectoriel, La 
considération du sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires d'éléments donnés 
d'un espace vectoriel E conduit à la notion de partie génératrice er à celle de base de E, 
une base B de E étant définie comme partie B de E telle que tout vecteur de E soit combi- 
naison linéaire d'une manière unique des éléments de E. 
| Ensuite, dans la section II, la décomposition du vecteur nul de E sur une base introduit 
| la notion plus générale d'indépendance linéaire. On obtient ainsi une nouvelle caracté- 
risation d'une base de E comme partie génératrice libre de E. On démontre alors pour 
| n= 1,2 ou 3 que, si une base de E a n éléments, toutes les bases de E ont n éléments, 
ce qui conduit à la notion de dimension. On recherche ensuite tous les sous-espaces 
vectoriels de E de dimension n « 3 et leurs intersections mutuelles. 
Jl Dans la section III on étudie enfin avec de nombreux exemples la notion d'application 
linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel E'. 


I. Définition et premières propriétés 


11. 1 DÉFINITION 


111 
Espaces vectoriels sur R 


a) Définition d'un espace vectoriel sur IR. 


Soit un ensemble E muni 

1° D'une Joi interne notée 1. 

2 D'une loi externe associant à tout couple («, a) de R x E un élément de E noté 
ara. 

Nous noterons (E, L, +) l’ensemble E muni de ces deux lois. 


Définition. : 
On dit que (E, L,*) est un espace vectoriel sur IR. si et seulement si les propriétés 
suivantes sont vérifiées : 

1. (E, L) est un groupe abélien. 
+2. Quels que soient a de E et x, Bde R ona : 
1+a =a, 
ax (Bwa) = (2.B)* a. 
3. Quels que soient a, b de E et x, B de R on a : 
a+ (a 1 b) = (aa) L (xb), 
(a+ p)ra= (axe) L (Bx 


Les éléments a, b, ..., X, Y, .. de E sont appelés les vecteurs de E; les éléments 
2, BA, de R sont appelés scalaires. 
Il est à remarquer que quatre lois de composition entrent en jeu dans cette définition : 
l'addition et la multiplication dans IF. (lois internes définies sur [), la somme et le produit 
de « et B étant notés respectivement « + 8, «. B et le plus souvent af; ces deux lois 
internes sur R. sont telles que (IR, +, X) est un corps commutatif; 
la loi notée L : loi de composition interne dans E, telle que (E, L) est un groupe abélien; 
loi notée « : loi de composition externe dans E, le domaine d'opérateurs étant le corps 
commutatif [R.. 
Il faut remarquer aussi que deux propriétés de disributivité de natures différentes figurent 
dans la propriété 3 : 
— la distributivité de la loi externe par rapport à la loi interne dans E. 
— la distributivité de la loi externe par rapport à l'addition dans R. 
Ces précisions étant données, simplifions les notations en utilisant le même symbole, +, 
pour désigner la loi interne de E et l'addition dans IR, en supprimant les symboles « et ., 
respectivement utilisés pour l'opération externe définie dans E et pour la multiplication 
dans R. 
La loi interne dans E, quels que soient a et b de E, (a, b) ———- a+ b, sera appelée 
addition dans E ou encore addition vectorielle définie sur E. 
Le résultat de l'opération externe de E, à opérateurs dans IR, pour tout x de IR et tout a 
de E sera donc noté «a. Nous appellerons la loi externe (s, a) »———- «a la multiplication 
externe définie sur E, le domaine d'opérateurs étant R. 
D'autre part, notons Og l'élément du groupe (E, +) et (— a) l'opposé de a dans E. 
Avec ces notations, les axiomes d'un espace vectoriel sur IR, traduisant les propriétés (1), 
(2), (3) ci-dessus, s'énoncent comme suit : 
Vy. Quels que soient a, b, c de E on a : 

(a 4- b) -- c — a (b+ e). 


Va. Quels que soient a, b de E on a : 
a+b=b+a. 


Va. Il existe Og € E, tel que, quel que soit a de E on ait : 
a-F 0g — Og -- a— a. 
Va. Pour tout élément a de E, il existe un élément (— a) de E tel que l'on ait : 
a-- C à) - (— a) - a= 0s. 
Vs. Pour tout élément a de E on a : 
1.a 


Vs: Quels que soient a de E et a, B de P. on a ; 
(Ba) = («B) a. j'" 

Vy- Quels que soient a de E et x, Bde R. on a : 

@+ Ba= (xa) + (Ba). 
Vs. Quels que soient a, b de E et a de R. on a : 

a (a+ b) = (xa) + (ab). 
Va Vas Vs, V, expriment que (E, +) est un groupe commutatif. (On dit aussi que (E, +) 
est un groupe abélien). i 
V, et V, correspondent à l'axiome (2) de la définition. 
V, et Vs correspondent à l'axiome (3) de la définition. 
Ces huit propriétés sont les axiomes de la structure d'espace vectoriel sur [R. 


Bien que nous écrivions «a sans point entre « et a, nous 
x o ^ noterons (E, +, e) tout 
espace vectoriel sur R. SEIS 


b) Le corps IR considéré comme espace vectoriel sur lui-même, 
Soit E un espace vectoriel sur IR. Rien ne nous empêche de prendre pour E l'ensemble R 
lui-même, Convenons que l'addition dans E = R est l'addition de IR. D'autre part 
la multiplication externe de E = R, le domaine d'opérateurs étant IR devient une loi 
interne dans IR, convenons que cette loi est la multiplication de IR. Nous voyons que 
les huit axiomes V; à V, sont vérifiés en effet : 
(R, +) est un groupe commutatif on a donc Vi, Vs, Vs, V4. La multiplication dans R 
admet l'élément neutre 1 et elle est associative on a donc V, et Va. 
Enfin dans R la multiplication est distributive par rapport à l'addition, les axiomes 
V, et V, sont aussi vérifiés. i 
Nous pouvons donc conclure : le corps IR des nombres réels peut être considéré comme 
un espace vectoriel sur lui-même. 


©) Généralisation. Espace vectoriel sur le corps commutatif K. 
Vous connaissez des corps commutatifs distincts de IR. par exemple 1 
nombres rationnels. i rci. 
EXERCIOE 1 


Rappeler les neuf axiomes vérifiés par l'addition et la multiplication dans tout 


corps commutatif K; on désignera par w et e les éléments neutres il 
l'addition et de la multiplication dans K. uM 


Si dans les axiomes V, à V, nous substituons un corps commutatif K à IR, en rempla- 
gant 1 par e, nous obtenons les huit axiomes de la structure d'espace vectoriel sur K. 


EXERCICE 2 


On munit R de son addition et de la multiplication externe associant à (a, 

iti , a) eQ x IR 
le nombre réel æ a produit de æ et a par la multiplication de IR. Démontrer qu'ainsi IR. 
peut être considéré aussi comme un espace vectoriel sur Q. 


Les deux objets IR. espace vectoriel sur lui-même et R. espace vectoriel sur Q sont distincts. 
D'une manière générale il arrive qu'un méme ensemble E puisse être considéré comme 
espace vectoriel sur un corps K et comme espace vectoriel sur un autre corps K' : ce 
sont des objets distincts. C'est pour cela que nous préciserons toujours dans ce cours 
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« espace vectoriel sur IR » bien que pratiquement ce seront les seuls espaces vectoriels 
que nous aurons à considérer. 


REMARQUE. Notation des vecteurs et des soalaires. 
. Vous avez remarqué que, dans ce qui précède, nous avons noté systématiquement 

les scalaires, c'est-à-dire les éléments de IR, par des lettres grecques et les vecteurs, 
c'est-à-dire les éléments de l'espace vectoriel E, par des lettres latines. 
On peut faire aussi la convention suivante : on utilise n'importe quelle sorte de 
lettre pour représenter un scalaire ou un vecteur, mais toute lettre désignant un 
vecteur est surmontée d'une flèche. 
Il faut cependant s'habituer à s'affranchir de conventions trop rigides. Dans le $ 2 
ci-dessous nous désignerons par f, sans flèche, le binôme x ax + b; or 
f est un élément d'un espace vectoriel et les lettres latines x, a et b désignent des 
nombres réels, c'est-à-dire des scalaires. 


11. 2 EXEMPLES D'ESPACES VECTORIELS 


Donnons des exemples d'espaces vectoriels dont la plupart ont été rencontrés dans 
le cours de Seconde. Les démonstrations vous seront demandées à titre d'exercice 


a) Espace vectoriel B des binômes. 

Un binôme à coefficients a et b réels est une application f de R. dans IR définie pour 
tout x de R par f (x) = ax + b; a et b sont les coefficients du binôme qui peuvent 
être nuls ou non. Le binôme est du premier degré si et seulement si a + 0. 
Comme vous le savez (cf. $ 2.5 a) on définit une opération interne dans appelée addition 
de la manière suivante : 

Six ax+b 

gix——— dx+b 

s=f+g:x — (ac a) (b+ b). 


(B, +) est un groupe abélien; rappeler la démonstration. 
D'autre part, on a défini aussi (cf. § 2.5 c) une multiplication externe par un nombre 
réel de la manière suivante : 
fix — ax+b 
af:x ——— (aa)x + (ab). 
Démontrer que les axiomes Vs, Vs, V et V, sont vérifiés pour B. 


L'ensemble B muni de ces deux lois est donc un espace vectoriel sur IR. Cet espace 
vectoriel est désigné par (B, +, .). 


EXERCICE 1 
Démontrer que l'ensemble des binômes à coefficients a et b rationnels muni des 
mêmes opérations que celles définies précédemment est un espace vectoriel sur Q. 


b) Espace vectoriel G des trinómes. 
Nous appelons trinôme à coefficients réels a, b, c toute application f de IR dans R défi- 
nie pour tout x réel par : 
f(x) — a+ bx + c. 
Les coefficients a, b, c peuvent étre nuls ou non; le trinóme est du second degré si et 
seulement si a 0. 


On définit dans G une loi interne appelée addition de la manière suivante : 

fix —— axi bxc 

gix —— at^ bxy e 

fg ix —— lat a+ (b+ bx 4- (eHe). 
On vérifiera que (G, +) est un groupe abélien. 
D'autre part on définit dans '6 une multiplication externe par un nombre réel « de la. 
maniére suivante : 
fix —— a+ bxc 
xf ix —— — (xay + (ab)x + (xc). 

On démontrera que les axiomes Vs, Vs, Vp, Vs sont vérifiés. 
L'ensemble G muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur IR. noté (6, +, .). 
EXEROIOE 2 


Démontrer que l'ensemble des trinómes à coefficients a, b, c rationnels est un espace 
vectoriel sur Q. 


€) Généralisations. 


Soit X une partie de IR, considérons l'ensemble F (X, IR) de toutes les fonctions numé- 


riques (c'est-à-dire à valeurs dans IR) et définies pour tout nombre réel x appartenant 
à X. 


Quels que soient f et g de 5 (X, R) et « de R les fonctions s = f+ g et af définies 
pour tout x de X respectivement par 

a) Ur 86) — 10 + 86) 

Q (xf) G) — af (x) 

appartiennent à 5 (X, R) (cf. § 2.5 a et c). 


Démontrer à titre d'exercice que E = 5 (X, IR) muni de l'addition définie par (1) et 
de la multiplication externe définie par (2) est un espace vectoriel sur R. 


Dans les cas usuels X sera IR tout entier (c'est le cas pour $ et G) ou bien un intervalle 
de [R. 


d) Espaces vectoriels R, R x IR, IR x IR X IR sur R, 
Nous avons rappelé au $ 11.1 b que le corps commutatif IR peut être considéré comme 
espace vectoriel sur lui-méme. 


Considérons l'ensemble IR X IR des couples de nombres réels et munissons cet ensemble 
de l'addition et de la multiplication externe par un nombre réel suivantes 


(a, b) + (a', b) = (a+ a, b + b), 
a (a, b) = (xa, ab). 


Vérifier à titre d'exercice que IR X IR muni de ces deux lois est un espace vectoriel 
sur R. 


Considérons de méme l'ensemble E = R. x IR x IR des triplets de nombres réels. 
Munissons d'abord E de l'addition définie, quels que soient A = (a, b, c) et A' = (a', b', c) 
de E, par 

a) A+A' = (a, b, c) + (a^, b c) = (a+ a' b+ b', c+ c); 


nous définissons bien ainsi une loi interne sur E. Quels que soient A, A' et 
A" = (a", b", c") de E on a d’après (1) 
A+ A) - A" — (a+ a', b+ b', e + e) + (a* b", e) 

= ((a+ a) + d^, (b + b) + b', (e+ c) + e") 

— (a-F a 4- a',b+ b' +b", c+ e +c") 


en utilisant l’associativité de l'addition dans IR; de même et, pour la même raison, on a 
A (A+ A") = (a - d + a", btb + bete +"); 
donc l'addition définie dans E par (1) est associative. Il est évident que cette addition (1) 
est commutative. L'élémen. (^ A 0) est élément neutre de E; en effet quel que soit 
A — (a, b, c) de E on a : 
A + O = (a, b, c) + (0,0, 0) = (a + 0, b + 0, c + 0) = (a, b, ¢) = A. 


Enfin tout A = (a, b, c) de E a un opposé (— a, — b, — c) car 
(a, b, c) + (— a, —b, — c) = (a + (— a), b + (— b), e + (— c) = (0,0,0) = O, 


nous poserons : 
(—a, —b —co)-—A. 
Donc IR x IR x IR munie de l'addition définie par (1) vérifie les axiomes Vi, Vs, Vs 
et V4, c'est un groupe abélien. 
La multiplication externe (2) montre que quels que soient A = (a, b, c) de E et x, B 
de R ona : 
1, A = 1. (a, b, c) = (1. a, 1. b, 1. c) = (a, b, c) = A, 
a (BA) = a (Ba, Bb, Bc) = (a (Ba), a (Bb), « (80)) = (P) a, (x8) b, (9) c) 
= (aß) (a, b, c) = (x8) A, 
en utilisant le fait que 1 est élément neutre de la multiplication dans R. et que cette 
multiplication est associative. 


Les axiomes V; et V, sont bien vérifiés. 
Quels que soient a, de IR et A = (a, b, c) de E on a : 
(x + B) A = (x + B) (a, b, c) 
(x + 6) a, (x + B) b, (x+ B) c) (multiplication externe dans E) 
(ma-4-Ba,xb-- Bb,ac+ Bc) (distributivité dans R) 
(xa, ab, «c) + (Ba, Bb, Be) (addition dans E) 
(a, b, c) + P (a, b, c) (multiplication externe dans E) 
—aA- BA. 


L'axiome V, est donc vérifié. 
Enfin quels que soient « de R et A = (a, b, c) et A' = (a', b', c')de E on a : 

a(A+ A) 2 «(a ad, b+ b cr e) (addition dans E) 
= (a (a+ a), e (b+ b') a (e + &)) (multiplication externe dans E) 
= (aa + aa, xb + ab', ac + ac) (distributivité dans R) 
(addition dans E) 
(multiplication externe dans E) 


= a (a, b, ©) + a (d, b', e) 
=aA + aA. 


L'axiome V, est vérifié et par conséquent l'ensemble E = R. x IR x IR muni de l'addi- 
tion (1) et de la multiplication (2) vérifiant les huit axiomes V, à V, est un espace vectoriel 
sur R. 


EXERCIOE 3 
On munit l’ensemble E = R" des z-uplets de nombres réels de l'addition définie par 
Qs X» os Xa Ot Xe ces X = Ci + Y Xa Yo s Xa F Yn) 
et de la multiplication externe par un nombre réel définie par 
O (Kis Xas >+ esu) = (IX AXi S). 


Démontrer que E muni de ces deux lois de composition est un espace vectoriel 
sur R. 


11. 3 RÈGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL 


Pour calculer dans un espace vectoriel sur IR. on utilise les propriétés V, à V et des 
règles de calcul découlant de ces huit propriétés. Nous commençons par rappeler sans 
démonstration les règles de calcul dans le groupe commutatif (E, +) qui sont des consé- 
quences des propriétés V, à Va. 


a) Règles de calcul dans le groupe commutatif (E, +). 
Démontrer, à titre d'exercice, les propriétés suivantes (cf. cours de Seconde). 
Quels que soient les éléments a, b, c, x de l'espace vectoriel E on a, comme dans tout 
groupe commutatif : 
— (a b) — C7 a t C- b), 
(acc boo) <=> (a=b) 
G+b=0 <> x=a+(-—b) 


et on écrit, comme vous le savez, a — b à la place de a + (— b); l'opération 
(a,b) À—— a—b 
est appelée soustraction dans E. 


b) Théorème fondamental. 
Nous nous proposons de calculer 0x quel que soit le vecteur x de E; soit « un nombre 
réel quelconque on a : 
Ox+ ax (propriété V.) 
(0 élément neutre de l'addition dans R) 


- d'où, d'après la définition de Og; quel que soit x de E 
0x = 0s. 
De méme quels que soient « de R et x de E on a : 
mOg--ax— a (0g +x), (propriété Va) 
= ax; (propriété Vs) 
d'où d'après la définition de Oy : quel que soit « de R on a 
a 0g = Og. 
Quels que soient a de IR et x de E on a donc: 0x— «05 — 0g. Réciproquement 


soit a de R et x de E tels que 
ax = 0g. 


Si æ = 0, x peut être un élément quelconque de E, comme nous venons de le voir. 
Si æ 4 0, ce nombre a un inverse «-! dans R et on a : 


a (ax) = a 0g; 
Or 


(propriété Vg) 
(propriété V) 


d'autre part nous venons de voir que «- 05 = Op; donc si « 340 et si «x = Og alors 
x= 0g. Concluons 


Théorème. 
Quels que soient x de IR et x de E, espace vectoriel sur IR, on a : 
(xx 05) <—> (x=0 ou x= 03). 


REMARQUE 
D'après ces résultats il n'y aurait aucun inconvénient à désigner Og, l'élément zéro 
de E, et le zéro de IR par le méme symbole 0 : c'est ce que l'on fait avec des étudiants 
avancés. Nous ne le ferons pas dans ce cours. La plupart du temps un symbole par- 
ticulier est utilisé pour désigner 04, par exemple la fonction numérique nulle est 
désignée par o distinct de 0; l'élément zéro de R. x IR est (0,0); vous savez que 


le vecteur nul du plan est noté Ô etc. 


Quels que soient «€ R et x€E on a : 


ax+(—a)x= [x+ (ax (propriété Vj) 
0x (a et — a opposés dans IR) 
de même 
ax+a(—x)=afx+(—x)] (propriété Vs) 
20 (x et — x opposés dans E) 
Og; 


donc (— o) x et «x sont opposés dans E, ainsi que « (— x) et «x; concluons : 


Corollaire 1. 


Quels que soient x de I. et x de E, espace vectoriel sur IR, on a : 
(= a) x = a (— x) = — (ax). 


Ces trois symboles représentent un seul élément de E que l'on écrira simplement — a x. 

En particulier (— 1) x s'écrit — x. 

Nous avons d'autre part, quels que soient x, & de IR et x de E 
(x—8)x—[x--(—B]x (définition de a — 6 dans R) 

ax--(—8)x (propriété V;) 

ax+(— 8x) (corollaire 1) 

—ax—Bx; (soustraction dans E) 


on a, de méme, quels que soient x de R et x, y de E 
x(x—y)—[x-- (— 3)] (soustraction dans E) 
ax+ a(— y) (propriété Vs) 
—ax--(—«xy) (corollaire 1) 
—ax—uy (soustraction dans E) 


Concluons : 


Corollaire 2. 
Quels que soient æ, 6 de IR. et x, y de E, espace vectoriel sur IR on a : 
(x — B x = ax — Bx, 
a (x— y) = xx ay. 


On peut énoncer ces propriétés en disant que la multiplication externe est distributive par 
rapport à la soustraction dans (P. et par rapport à la soustraction dans E. 


11. 4 SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL SUR R. 


a) Combinaisons linéaires. 
Soit a, b, c . . . des éléments quelconques d'un espace vectoriel E sur IR. et a, B, y des 
nombres réels quelconques; les objets notés «a, 85, ve... «a + Bb, «a + Bb -+ ye 
sont des éléments de E ; nous poserons la définition suivante : 


Définition. 
Soit n (n € N°) éléments 2,, ay .., a, d'un espace vectoriel et n nombres réels ay, 
Ag vu Gus L'élément 2,2, + 242, + + 2,2, de E est appelé combinaison linéaire 
des éléments a, ay .., à, de E; z,, 4, v % sont les coefficients respectifs de 
ay, ay -u 4, dans cette combinaison linéaire. 


On remarquera que, d'après cette définition, quels que soient « € R et a € E, «a est 
considéré comme une combinaison linéaire d'éléments de E. 


EXEMPLES 
1. Dans l'espace vectoriel 3 des binômes, 
Soit les binómes définis pour tout x de IR par : 
h@=2x+3, fG)- x1 AGQ)-5x—4. 
Le binôme 2f, — f, + f, = f est défini pour tout x de IR par : 
fG)-20x-3—(-x- 0-4 Gx—4) 
= 10x+ 1. 
Le binôme g = — f, + 3f, — 2 fa est défini pour tout x de IR par : 
gG)-—Qxt3--3(-x-1—2(x—4) 
-—15x- 8. 
Le binôme 4 = f, + Bf + fs est défini pour tout x de IR par : 
hG)- Qa—B-- 5yx-- Ga B—4y. 
2. Dans l'espace vectoriel R x R x R. 
Soit les triplets a — (1, — 2,3), b—(0, 1, — 4). 
Calculons le triplet 2a — 35 : 
2a—3b = 2(1, —2, 3) — 3 (0, 1, — 4) 
= (2, —4, 6) + (0, — 3, + 12) 


= (2, —7, 18). 
Le triplet — 4 a 4(1, — 2,3) 
— 4, + 8, — 12) 
est aussi considéré comme une combinaison linéaire d'éléments de R x IR x IR. 


Soit le triplet 5 quels que soient a et y de R on 


= (v2 v33 
satye=at 2.3 + v (V2 v33) 
= (pe VET I +y V3 3a +1) 


Soit des éléments fixés a et b de E considérons la partie F de E constituée par routes les 
combinaisons linéaires de a et b, c'est-à-dire l'ensemble des éléments de E de la forme 
x= «a + Bb où « et B sont des nombres réels quelconques. On voit que F n'est pas vide 
car, par exemple a, obtenu pour «= 1 et 8 — 0, est élément de F. 
D'autre part on voit que quels que soient x— «a 4- Bb et x —a'a+ B/b de F 
ona: 


x+ x = (xa + Bb) + (x'a + B'b) = (x + 4) a + (P + B) b, 
donc x+ rer. 


Enfin quels que soient x= za + Bb de F et à de R ona: 


Ax = A (xa + Bb) = * (xa) + ^ (Bb) = (a) a + P) b, 
donc AxeF. 


EXEROICE 
Démontrer que (F, +) est un sous-groupe du groupe commutatif (E, +). (On 
rappellera d'abord, étant donné un groupe commutatif (G, L) la définition d'une 
partie stable de (G, L) et celle d'un sous-groupe du groupe (G, L). 


Cet exemple va nous conduire à une notion trés importante. 


b) Sous-espaces vectoriels, 


Définitions. 
1. Étant donné E, espace vectoriel sur IR, on 
pour la multiplication externe si et seulement si 
ona ax eS. 

2. On dit que F, sous-ensemble de E, espace vectoriel sur IR, est un sous. 
vectoriel de E, si et seulement si 

(1) (F, +) est un sous-groupe du groupe (E, +). 

et 


jit que S est une partie stable de E 
pour tout x de S et pour tout « de R, 


ace 


(2) Fest une partie stable de E pour la multiplication externe. 


Il résulte de ces définitions que (F, +, «) est un espace vectoriel sur IR. En effet, les 
propriétés Vs, Vs, Va, V, sont vérifiées puisque (F, +) est un groupe commutatif; de 
méme les propriétés Vs, Va Vy V, sont vraies dans F puisqu'elles le sont dans E, F étant 
une partie stable de E pour l'addition et la multiplication externe. 

Donnons une caractérisation plus simple d'un sous-espace vectoriel de l'espace vecto- 
riel E. 


Théorème. 
Soit E un espace vectoriel sur R, toute partie F de E est un sous-espace vectoriel de E 
si et seulement si les propriétés suivantes sont simultanément vérifiées : 

(3) F est non vide, 

(4) F est une partie stable de E pour l'addition, 

(2) F est une partie stable de E pour la multiplication externe. 


Si F est un sous-espace vectoriel de E il est évident que F vérifie les propriétés (3), (4), (2). 
Démontrons la réciproque. Soit F une partie de E vérifiant (3), (4) et (2); pour démontrer 
que F est un sous-espace vectoriel de E il suffit, d'aprés la définition 2 ci-dessus, de 
démontrer que F est un sous-groupe de (E, +) puisque (2) est déjà vérifiée. 

D'après (4) l’addition dans F est, pour les éléments de F, une loi interne dans F; elle est 
associative et commutative dans F, l'étant dans E. 


" 


Quel que soit a de F, — a — (— 1) a appartient à F d'aprés Q) car — 1€ R. 

D'après (3) F est non vide, soit a € F, alors — a € F et a + (— a) = 0g € F d’après (4). 
Donc (F, +) est bien un sous-groupe de (E, +) vérifiant (2) c'est donc un sous-espace 
vectoriel de (E, +, €). 

Comme vous le verrez sans peine on peut encore énoncer cet important théoréme sous 
l'une des formes suivantes : 


Pour qu'une partie non vide F d'un espace vectoriel E soit un sous-espace vectoriel 
de E il faut et il suffit que quels que soient a et b de F et a de IR on ait : 
a+berF et zaeF. 


ou encore : 


Pour qu'une partie non vide F d'un espace vectoriel E soit un sous-espace vectoriel 
de E il faut et il suffit que quels que soient a et b de F et « et B de IR. on ait: 
xa BbeF. 


EXEMPLES 


. {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. 


Tout sous-espace vectoriel de E distinct de {0g} et E est appelé sous-espace vectoriel 
propre de E. 
Soit un espace vectoriel E et a, b, c trois éléments fixés de E. Soit F l'ensemble des combi- 
naisons linéaires «a + Bb + yc, où les coefficients x, B et y décrivent IR. Démontrons que 
(F, +, €) est un sous-espace vectoriel de (E, +, e). 
D'abord F est un sous-ensemble non vide de E. Soit 

xy— wa--Bib-F pc et xy asa + Bab + yac 
deux éléments de F. Quels que soient xy, x, de F et à de IR, nous avons : 

xı + x, = (ua + Bib + vic) + (25a + Bab + Yoc) 
a+ aaa + (Pi + 89 b -- (Yit v9 c EF. 
a (aa + Bb + Vic) 
= Qa) a - 68) b+ Q3) c € F. 

La partie non vide F est donc une partie stable pour l'addition et pour la multiplication 
externe : c'est un sous-espace vectoriel de E. 
Le sous-espace des combinaisons linéaires des éléments a, b, c de E est appelé sous- 
espace de E engendré par la partie (a, b, c) de E. 
De méme a € E étant fixé l'ensemble des éléments de E de la forme «a où « décrit IR. est 
un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel de E engendré par a. 
D'une manière générale vous démontrerez sans peine que, dj dg, ... a, étant des 
éléments fixés de E, l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments 
dy, dg, ..., d, est un sous-espace vectoriel de E; nous énoncerons : 


Mn 


Théorème et définition. 
Étant donné des éléments a, ax … 2, d'un espace vectoriel E sur R, l'ensemble de 
toutes les combinaisons linéaires de a}, 2,, .., à, est un sous-espace vectoriel de E 
appelé sous-espace vectoriel de E engendré par {2,, 2, ., an} 


EXEROICES 
1. Démontrer que $ est un sous-espace vectoriel de G, si B désigne l’espace vectoriel 
des binómes et © l'espace vectoriel des trinômes (voir $ 11. 2). 
2. © est l'ensemble des trinómes; F est l'ensemble des polynómes f définis par 
f(x) = k (xè + 1), où k est un nombre réel quelconque qui décrit IR. 
Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de G. 


3. © est l'ensemble des trinómes; F est l'ensemble des polynômes définis par 
LD = KG —1-- K Qx- 1) 
où k et K' sont deux nombres réels qui décrivent IR. 
F est-il un sous-espace vectoriel de 67 
4 Soit a=(1,2) et b= (3,4). 
F est l'ensemble des couples «a + Bb + (2, — 1) où x et B représentent deux 
nombres qui décrivent R. 
F est-il un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel R x R? 


11. B PARTIES GÉNÉRATRICES, BASES D'UN ESPACE VECTORIEL __ 


a) Partie génératrice d'un espace vectoriel. 


Définition. 


Soit E un espace vectoriel sur IR. Un sous-ensemble ~u à) de E est appelé 
partie génératrice de E si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par 
day ay 25) est l'espace vectoriel E lui-même. 


EXEMPLES 


1. Soit a = (1, 1) et b = (— 1, 1) deux éléments de l'espace vectoriel R. x R sur R. 
Cherchons si (a, b} est une partie génératrice de l'espace vectoriel IR x IR. C'est- 
à-dire cherchons si un élément quelconque (x, y) de R x R est une combinaison 
linéaire de a et b. Cela revient à trouver x et B réels tels que xa + Bb = (x, y) 
c'est-à-dire 

(— B, a+ p= (x, ») 
ou encore 
j«-8-x 
la+B=7. 
Ce système admet une solution unique donnée par 
[x y —— 


ep- P= 


Donc (a, b} est une partie génératrice de l'espace vectoriel R x R. 


2. Soita = (1, 1), b = (— 2, 3), c = (— 1, 2) trois éléments de l'espace vectoriel R x R, 
et (x, y) un élément quelconque de R x R. 
Cherchons si (x, y) peut s'exprimer comme combinaison linéaire de a, b, c. Cela 
revient à déterminer trois coefficients réels a, B, y tels que aa + Bb + ye = (x, y). 
C'est-à-dire : 
(«—28—y,a-38-20—(5» 
a—28—Yy =x 
où en 
js u 3B 2y y. 
Ce système admet une infinité de solutions données par : 
QGx2y—y —xty—3v. Y) 
où y est un nombre réel arbitraire. 
Donc tout élément (x, y) de IR x IR est combinaison linéaire de a, b, c. La partie 
(a, b, c) est une partie génératrice de l'espace vectoriel R x R, 
3. Soit f, et f, deux binómes du let degré, éléments de l'espace vectoriel 3 définis 


pour tout x réel par : 
f@=2x+4 e f0)—-—x—2 
Cherchons si f, défini par f (x) = 3 x + 5, est une combinaison linéaire de f, et f, 
Cela revient à chercher s'il existe deux nombres réels « et B tels que «f, + Bf, = f; 
ce qui s'écrit, pour tout x réel : 
&Qx-44-8B(-x—-2-3x-5 


ou encore 
(2a — P)x+ (4a —2B)=3x+5. 
Ce couple (x, B) est donc solution du système : 
2a—p=3 ouemor  {*—28=6 
4«—28 — 5, 4a — 28 — 5. 


Or ce système n'admet aucune solution. Donc, il existe au moins un élément de 3, 
f, qui ne peut s'exprimer en fonction de f, et fa; {fi fa} n'est donc pas une partie 
génératrice de E. (fi, fa} engendre seulement un sous-espace vectoriel de (E, +, e). 


Les exemples 1 et 2 ci-dessus montrent que lorsque ( y, ds, ..., a, est une partie géné- 


ratrice d'i 


un espace vectoriel E deux situations peuvent se présenter : 


1. Tout élément x de E est une combinaison linéaire de a, . . .a, d'une manière unique, 
c'est-à-dire on a : 


x= d, «sd, + + ann 


Les coefficients aj, «y ..., «, étant déterminés dés que l'on connait x. 


2. Tout élément x de E est une combinaison linéaire de a, as, 


plusieurs 


a, mais ceci de 


manières. 


Cette distinction va nous conduire à la notion très importante de base d’un espace vec- 


toriel. 


b) Base d'un espace vectoriel. 


Donc { 4, às, - 


v à 
que tout élément de E est combinaison linéaire de a, a,, … a, d'une manière 


4, ) est une base de E si et seulement si pour tout x € E il existe un 


système unique a, a, ..., «, de nombres réels tels que 


x= aa + aat sss Guy. 


EXEMPLES 
4E-RxR. 


^ 


Tout (a, b) € E est combinaison linéaire des éléments e = (1, 0) et e' = (0, 1). En 
effet, on peut écrire (a, b) = a (1,0) + b (0, 1). 
Supposons que l'on ait une autre décomposition possible : 
(a, b) = x (1,0) + y (0,1) 
= (x, 0) + 0,3) 
= (x y). 
D'après l'égalité des éléments de R x IR, x = a et y = b, ce qui prouve l'uni- 
cité de la combinaison linéaire égale à (a, b). Donc (e, e'} = {(1, 0), (0 ,1)} est 
une base de l'espace vectoriel R x R. Elle est appelée base canonique de R X R. 
L'exemple 1 du sous-paragraphe a ci-dessus montre que {(1, 1), (— 1, 1)} est aussi 
une base de l'espace vectoriel R x R. 
B est l'espace vectoriel des binômes. 
Cherchons si f, et fa définis pour tout x réel par : 
fG)- x43 & h@=2x—1 
constituent une base de l'espace vectoriel 3. 
Soit f un élément quelconque de 3, défini par f(x) = ax + b. 
TI faut chercher s'il existe des coefficients réels a et B tels que pour tout x réel on ait : 
ax ba 3) BOx— D, 
c'est-à-dire 
ax b (24-28) x--3a—8 
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Donc, quel que soit f, æ et B existent et sont déterminés de facon unique. (fi, fa} 
est une base de l'espace vectoriel 5. 
exercices 
1. Démontrer que pour l'espace vectoriel R x R x IR l'ensemble des trois éléments 
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) est une base. Elle est appelée base canonique de l'espace 
vectoriel R x R x R 


2. ((1, 2, 0), (0, 1,0), (— 1,0, 3)} est-elle une base de R x R x R? 
3. Même question avec iC De 2). (9, 4, 0, Q, 1, n]. 


4. Même question avec {(1, 2, 3), (— 1, 4, 2), (2, — 2, 1))}. 


5. Soit © l'espace vectoriel sur IR des trinômes (cf. $ 11. 2); les trinómes fi, fo fa 
sont définis pour tout x réel par 


AG -—x2 fA()-x-x f0-—2x-1 
La partie {f, fa fa} est-elle une base de 6? 


Définition. 
Étant donné un espace vectoriel E et une base { e,} de E, les coefficients 
respectifs a, as, .., n de 83, €, .., €, dans la combinaison linéaire. 

X= 4363 + ag 08 + ee + en 
sont appelés coordonnées du vecteur x par rapport à la base (e, 


} 


D'une manière plus précise on dit que a, est la coordonnée du vecteur x relativement au 
vecteur e, de la base. 

La détermination de ay, «s, . .., «, s'appelle la décomposition du vecteur x suivant la base 
Lens ea +. en}. 

Remarquons que, d'après la définition, une base B formée des vecteurs y, as, ..., d, 
est une partie (aj, a». .-, ap} de E. Il est cependant commode d'écrire le système des 
coordonnées de x relativement à la base B sous forme d'un n-uplet de nombres réels 
tis as... 2), ce qui conduit à écrire la base B sous forme d'un n-uplet de vecteurs; 
ainsi le nombre réel situé à ième place dans (a, as, ..., a) est dans la combinaison 
linéaire a, a; + ag ag + ... + 4, a, le coefficient du vecteur situé à la im place dans 
CON ag oc A 


II. Indépendance linéaire. Dimension 


11. 6 INDÉPENDANCE LINÉAIRE 


Si (a, a» ..., ap} est une base de E, le vecteur nul Og, comme tout vecteur de E, se 
décompose d'une manière unique sur cette base. Or 


0a, + 02, - ... + 0a, = Og, 


donc l'égalité 
Mat ouate + tnan = Og 


n'est possible que si a, = ag = an 
Cet exemple va nous conduire à une notion très importante, celle d'indépendance 
linéaire. 


a) Définitions. 


Définition 1. 
Les éléments de E, 2,, 3z, … 2, sont dits linéairement indépendants si et seule- 
ment si, quels que soient les nombres réels ay, as, .., ty, On à : 

(ma, + asa, + + 00, m On) —> (mu 
L'ensemble de ces éléments {a,, 


EXEMPLES 
1. Soit a = (2, 3) et b = (5, 2) deux éléments de R x IR, espace vectoriel sur IR. 
Cherchons a et B tels que : 
aa + Bb = (0,0) w 
Quels que soient x et 8 réels, on a : 
aa+Bb=(0,0) <—> «(2,3)+ B 86,2 = (0,0) 
<—> (Ga+ 58,3 a+ 26) = (0,0) 
2a4 58-0 


3a+2p6=0. 


Q 
Le déterminant de ce système est égal à (— 11). Il est non nul. Donc (2) a une 
solution unique; or (0, 0) est solution; c'est donc la seule. Par suite : 

aa + Bb = (0,0) => (a =0 et B= 0). 
a et b sont donc linéairement indépendants. 
2. Soit a = (3, 1) et b = (— 6, — 2) deux éléments de R x R. 
Effectuons la même recherche qu'à l'exemple 1 ci-dessus. Quels que soient « et B 
réels : 
aa+ Bb (0,0 <> «x(3,1-- 8C—6 — 2) = (0,0) 
<> (3a— 68, a — 2p) = (0,0) 

3«—68-0 

2—29-0. 

Il existe des solutions (x, 8) distinctes de (0, 0), par exemple (2, 1). Donc «a + Bb = 0 

n'implique pas a = B = 0 : a et b ne sont pas linéairement indépendants. 


— 


Définition 2. 
Les éléments de E, 4,, as . - -, à, sont dits linéairement dépendants si et seulement 
s'il existe des coefficients «,, %ẹ . . ., %p réels non tous nuls tels que : 

048, 042. +.. + apap = Oge 
L'ensemble de ces éléments, (2,, #4, .  ., 2, }, est appelé partie liée de E. 


Dans l'exemple 2 précédent, (a, b} est une partie liée de R x IR. 


b) Propriétés résultant de ła définition. 


1. (0g) est une partie liée de E, espace vectoriel sur R. 
En effet «.0y = Og est vérifiée pour tout « réel, donc en particulier pour « + 0. 


2. La partie {a} de E, où a + Og est une partie libre. 
En effet, si «a — Og on a a = 0 ou a = 0, or par hypothèse a + 05; donc a = 0. 


3. Toute partie de E contenant une partie liée est une partie liée. Soit { a, as, . .., ap} une 
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partie liée de E. Cela signifie qu'il existe des coefficients «y «p, ..., «p non tous nuls tels 
que : 
aa, + aga, - ... + apap = Og. 

Considérons la partie : (a, ds, . +; ap, Gpays - - - n} de E et l'égalité 

am + asat ... + apap + 0.25, + 0.05. a +... + Oo = Og; 
on réalise ainsi une combinaison linéaire des éléments a}, a» ..., a, égale à Oy sans 
que tous les coefficients soient nuls. Donc, (a,, a» . . -, a,) est une partie liée. 
Conséquences : Toute partie de E contenant Og est une partie liée, puisque (0g) est une 
partie liée. 
Tout sous-ensemble M. d'une partie libre L est libre. Sinon, cette partie L contenant une 
partie liée M serait liée, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


4. Supposons que la partie (aj, ds, ..., ap} soit liée. Il existe des coefficients réels 
9, 3, . . ., Xy, NON tous nuls tels que : 
aa, + agag +... + ayap = Og. 


Si a, + 0, par exemple, on a : 


aea e 


a, est donc combinaison linéaire de ay, ..., ap. 
Réciproquement, supposons que l'un des éléments de (a,, as, .. ., ap} puisse s'exprimer 
comme combinaison linéaire des autres éléments de cet ensemble. Par exemple, soit des 
coefficients réels Ba, . . ., Bp tels que : 
a= Pas + ... + Ba. 
Cette égalité peut s'écrire 
1.a + C7 B) a t ... + (— B) = 0g. 


Il y a au moins un des coefficients non nuls puisque celui de a, est égal à 1. Donc 
(4 4s, ..., a5) est une partie liée. Concluons : 


Théoràme. 


Une partie (ay, ay ..., ap} d'un espai 
un de ses éléments est une combinai 


vectoriel E sur IR est liée si et seulement si 
n linéaire des autres. 


5. Soit (ey, ...,e,) une base de E. D'après la définition d'une base, c'est une partie 
génératrice de E. D'autre part, on sait que 


(aet aest ee + anen = On) m (m a — = ns = 0), 


puisque la décomposition de l'élément Og suivant une base est unique et que 
a= m— ... =a = 0 donne une décomposition possible. Réciproquement, 
démontrons qu'une partie génératrice libre d'un espace vectoriel est une base de cet 
espace vectoriel. Soit (ej, es, ..., e) une partie génératrice libre. Étant une partie 
génératrice de E, tout élément x de E est une combinaison linéaire à coefficients 
réels de ey es, .. ., €n. Il existe donc des nombres réels a4, x, . .., «, tels que 


x= mee + dges +. + Anen 


Soit x — aje, + « e, -- ... + «,e, une autre décomposition de x suivant la partie 
génératrice (ey, …, e,}. On a donc : 


aje, + ages H- ... + ane, = des + ages +... + ones, 
ce qui s'écrit aussi : 
Ga — a) e1 + (us — a3) eg + 2e + (an — 0) En = Og. 
Or (ey ex ..., €n} est une partie libre, par hypothèse; on en déduit : 
a= y= 4 —0$— ...— a, — 40, 
soit : 
erm a ER ae ma CA 


La décomposition de tout élément x de E suivant {e}, es, . 
suite (€, …, €n} est une base de E. Concluons : 


en} est donc unique. Par 


., 6,) d'un espace vectoriel E sur IR est une base de E si et seule- 


ment si cette partie est à la fois une partie génératrice et une partie libre. 


11. 7 DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL 


Le but de ce paragraphe est de démontrer que si E, espace vectoriel sur IR, a une base 
à n éléments, alors toute base a n éléments, en nous limitant d'après le programme à 
n= 1,2 ou 3. 

D'après ce méme programme les élèves de la section D peuvent admettre ces résultats sans 
étudier leur démonstration. 


a) Théorème préliminaire. 
Théorème. 


Si (n + 1) vecteurs de E, espace vectoriel sur IR, sont combinaisons linéaires de 
n vecteurs de E, ces (n + 1) vecteurs sont linéairement dépendants. 


Nous allons le démontrer pour 1 < n < 3. 


1. Premier cas : n — 1. 
Soit b, = ma et b, = «,a, deux vecteurs de E, combinaisons linéaires d'un seul vecteur a 
de E. 

Des égalités qui précèdent, on déd 


abm ma et mb — yaa, 


d'où : 
agb, — ob; = Og. 


Sia, = 0, bs = Og et { 53, ba} qui contient Og est une partie liée de E. 
Si «, # 0, d’après la définition, ( b;, ba} est une partie liée de E. 


2. Deuxième cas : n = 2. 
Le lecteur est prié de résoudre d'abord l'exercice suivant : 
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EXERCICE 
1. Soient les trois vecteurs de E. 
h=atas b-a-—a  b=2a—-4@, 


qui sont des combinaisons linéaires de deux vecteurs a, et a, de E. Effectuer une 
combinaison linéaire de b, et b,, puis une combinaison linéaire de b, et b, de telle 
sorte que, dans chaque cas a, disparaisse. 

En déduire, en utilisant le résultat démontré pour n = 1, que {b,, ba, b,} est une 
partie liée de E. 


Considérons d'une manière générale trois vecteurs b, bs, b de E 
bi = 238; + agag o 
ba = By + Pots, Q 
by = a+ Yalp 6) 


qui sont des combinaisons linéaires des deux vecteurs a, et a; de E. 
Procédons comme dans l'exercice précédent. 
Des égalités (1) et (3), on déduit : 
Yaby — 2b, = (ri — do) ay. 
et, de (2) et (3) : 
Yaba — Baba = (ral — Per) a. 
Les deux vecteurs 145, — vsbs et Yaba — Bab, étant des combinaisons linéaires du méme 


vecteur a, sont linéairement dépendants. Il existe donc des coefficients 3, et àg réels, 
non tous deux nuls, tels que 


M (Yabı — agba) + da (Yaba — Baba) = Og, 
ou encore : 
MYabi + Yale — Oa a + ABa) by = Og. 


Si Ya 7^ 0, A, Y; Où A, Y, est non nulet d'après la définition, (5j, ba, ba} est une partie liée. 


Si Ya = 0 et si a où B, 7 0, le raisonnement précédent est applicable en faisant jouer 
à (1) ou (2) le rôle de (3), et (i, b, ba} est une partie liée. 

Si dy = Be = Ya = 0, b, et b, sont combinaisons linéaires de a, {by ba} est lié; donc 
(hys bas ba} est liée (cf. 8 11.6. b. 3 ci-dessus). 


3. Troisième cas : n — 3. 
Le lecteur est prié de résoudre l'exercice suivant : 


EXEROICE 


2. Soient les quatre vecteurs de E 
h= 2a — a + a, 


a, + a + 2a, 
b, = a, — 2 a, — ay, 
b= 3a — 4a — a 


qui sont des combinaisons linéaires des trois vecteurs ay, dy, ay. 

Effectuer des combinaisons linéaires de b, et by, b; et by, b, et b, de telle sorte que 
dans chaque cas a; disparaisse. En déduire, en utilisant le résultat démontré pour 
n = 2, que (b, bs, bs, ba} est une partie liée de E. 


Considérons d'une manière générale quatre vecteurs by, bz, bs, b, de E : 
b, — 2,0, + aga, + agay o 
£a; + Boas + Baay Q 
Nat Yes + as 6) 
b,— 5a, + Baag + 53a, e 
qui sont des combinaisons linéaires des trois vecteurs d, ds, ds. 
Faisons les mémes calculs qu'à l'exercice préliminaire. Nous obtenons : 
Bb, — agb = (851 — 058) i + (Bt — 1339) ap © 
Bb, — Baba = (348i — 853) a + (35 Bs — Be De) aa (9 
Baba — Yaba = Gaia — Yadi) & + aa — Ya De) aa 0o 
Les trois vecteurs définis par (5), (6), (7) sont combinaisons linéaires de deux vecteurs a; 
et as. D'après le résultat démontré dans le cas où n = 2, ces trois vecteurs sont linéaire- 
ment dépendants. C'est-à-dire qu'il existe des coefficients réels M, As, d non tous nuls 
tels que : 


M b, — agba) + 3a (aba — Bab) + da (sbs — Yab) = On. 
Cette égalité peut s'écrire aussi 
435b, + 485b; + 338553 — Qus + AaBs + MaYa) ba = One 
Si 8, Æ 0, l'un des trois coefficients Ms 2,3, 243 au moins n'est pas nul et, d'après 
la définition, { by ba, bs, b4) est une partie liée de E. 
Si 8, = 0 et si 24 O ou 8, Æ 0 ou y, 7 0, le calcul précédent est applicable avec (1), 
(2) ou (3) au lieu de (4) et { by, bs, bs, ba} est une partie liée de E. 
Si ay = 0, = Ya = 3 = 0, by, ba et by sont combinaisons linéaires de deux vecteurs 
a, et a, {bi ba, ba) est donc une partie liée (n = 2), et par suite, (5s, ba Pas ba) qui la 
contient est aussi une partie liée. 
Le théorème est donc démontré pour 1 < n < 3. 


Corollaire 1. 


n————————ÁM—O € 
Si E admet une base ayant n éléments, toute partie contenant strictement plus de 
n éléments est liée (n = 1, 2 ou 3). 


N I SR © 


Supposons par exemple que E ait une base contenant deux éléments et soit A une partie 
de E contenant p éléments avec p > 2. La partie A contient au moins 3 éléments. Ils 
sont combinaisons linéaires des 2 éléments de la base. Donc l'ensemble de ces trois 
éléments est une partie liée; elle est contenue dans A, donc A est une partie liée. 


EXERCICE 
3. Faire le même raisonnement si E possède une base ayant 3 éléments. 
Le résultat du corollaire 1 peut s'énoncer également sous la forme : 


Corollaire 2. 


Si E admet une base ayant n éléments, toute partie libre admet au plus n éléments 
(n2 1, 2 ou 3). 


b) Théoréme de la dimension. 


Démontrons que toutes les bases d'un espace vectoriel ont le méme nombre d'éléments. 
Soient B et B' deux bases d'un méme espace vectoriel E sur IR ayant respectivement 
n et n' éléments. 
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La base B' est une partie libre de E dont Best une base, donc n' < n (corollaire 2 ci-dessus); 
on démontre de méme que n < n’; donc n = n'. Concluons : 


Théorème et définition. 


Si E, espace vectoriel sur IR, admet une base ayant n élé 
ne yi ments alors toute base de 


peus naturel n nombre d'éléments de toutes les bases de E est appelé dimension 
le E. 


Ce théorème, comme le théorème préliminaire ci-dessus, n'a été démontré dans ce cours 
que pour n — 1, 20u 3; il est cependant vrai pour tout entier n. 

si n= 1, E est un espace vectoriel de dimension 1 sur [R appelé droite vectorielle. 

Si n= 2, E est un espace vectoriel de dimension 2 sur IR. appelé plan vectoriel. 

Si n = 3, E est un espace vectoriel de dimension 3 sur R. 


Notation : On désignera souvent par Ep, Up, … un espace vectoriel de dimension n, 
l'indice rappelant la dimension de l'espace. 


Considérons dans un espace vectoriel E de dimension n une partie libre {a}, ag, 

ayant Hd éléments. Soit b un élément quelconque de E distinct de aj, ..., ap. E étant de 

dimension n, (a, ..., am b) qui possède (n + 1) éléments est une partie liée (corollaire 1 

ci-dessus). Il existe donc des coefficients réels «1, as, ..., «,, B non tous nuls tels due 
954, + agag + ... + anan + Bb = Og. 

Le cas B = 0 est impossible : on aurait «a + ... + z,a, = Og avec des coefficients 


Ar «t, non tous nuls, et {&, . .., a,) serait une partie liée. Donc 6 + 0, et par suite : 
a * a, 
b= -pa pa- u ta 


Si b égal à l'un des éléments a, ..., ap, le résultat est évident. 
Tout élément de E est donc une combinaison linéaire des éléments a, . . ., an; (ay, ...,a,) 
est donc une partie génératrice de E; étant une partie libre c’est une base de E. Conclnons : 


Corollaire. 


Si un espace vectoriel E est de dimension n, toute partie lil 
se n partie libre de E ayant n éléments est 


a) Dimension d’un sous-espace vectoriel. 


Rappelons que, pout tout espace vectoriel E,, {04} et E, sont des sous-espaces vectoriels. 
A dimension de {Oy} est 0, par convention. Celle de E, est n. 
oit F, un sous-espace de E, confondu ni avec (0g), ni avec E. C' 
A » C'est un sous-espace 
vectoriel propre de E,. Cherchons quelle peut être sa dimension. i 


Soit (f, . .., fp} une base de Fp. C'est une partie libre de F,, donc de Ep, puisque F, C Es. 


Donc p < n. Si p = n, (f, ...,f,) est une partie libre de E, ayant n éléments. C'est. 
xu base de E et par suite F, = E,. Donc p < n puisque F, est un sous-espace propre 
Théoràme. 


La dimension p de tout sous-espace vectoriel > 
telle que 0 < p < n. propre de E,, espace vectoriel sur R est 


En utilisant ce théorème, nous allons chercher quels sont les sous-espaces vectoriels 
propres possibles de V3, Us, Us. 


b) Sous-espaces vectoriels propres de ^U;. 


Onan= 1. Donc p vérifie 0 < p < 1, p est entier. Donc p ne peut exister. Z! n'existe donc 
aucun sous-espace vectoriel propre de *0,. 


€) Sous-espaces vectoriels propres de *U,. 


On a n= 2, donc p vérifie 0 < p < 2. La seule valeur possible pour p est donc 1. 

Il existe des sous-espaces vectoriels de U, de dimension 1. En effet, soit a un élément 
quelconque non nul de V+. L'ensemble des combinaisons linéaires de a est un sous- 
espace vectoriel de dimension 1 de Ug : c'est le sous espace-vectoriel engendré par a 
(cf. 8114. b). 

Inversement soit F, un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Wz. Considérons un 
élément quelconque non nul a; de F,; la partie {a} a un élément et est libre c'est une base 
de F,; quel que soit x de F; il existe un nombre réel o, tel que x = #4. Nous dirons 
que a, est un vecteur directeur de la droite vectorielle F, que nous noterons A (a). Nous 
pouvons écrire : 


A(a)={xe VlQueR) x= 4m). 


Théorème. 


Les sous-espaces vectoriels propres de U; sont les droites vectorielles A (a1), où 2, 
est un vecteur non nul quelconque de Vz 


d) Sous-espaces vectoriels propres de Ug. 


Onan — 3, d'où 0 < p < 3; p peut donc prendre les valeurs 1 et 2. Démontrons d'abord 
l'existence de sous-espaces vectoriels de dimensions 1 et 2. 

Dimension 1 : si a est un élément non nul de *U;, l'ensemble des combinaisons linéaires 
de a est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Uz; c'est le sous-espace vectoriel 
engendré par a (cf. § 11.4 b). 

Dimension 2 : on vérifiera de méme que, si a, et a; désignent deux éléments linéairement 
indépendants de Ùp, l'ensemble des combinaisons linéaires de a, et a; est un sous-espace 
vectoriel de dimension 2 de Ug. 

Inversement soit F, un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Ug. On voit comme dans 
*U, que F; est une droite vectorielle A (a), ay, vecteur non nul quelconque de F,, étant 
un vecteur directeur de cette droite vectorielle. 

Soit de méme F; un sous-espace vectoriel de dimension 2 de V4. Deux éléments quel- 
conques a, et a; de F, tels que {@, a) soit libre est une base de Fẹ; quel que soit x 
de F; il existe deux nombres réels a, et a tels que x = od + «gaz. 

Nous dirons que les vecteurs a, et as, constituant une base de F,, sont des vecteurs 
directeurs du plan vectoriel F, que nous notons  (a;, a). 

Nous pouvons écrire : 


7 (a, a) = (x € V; | (3 (4, 0) E R X IR) x ^ «44; + agag}. 


Remarquons que la notation = (a,, as) sera employée uniquement dans le cas où les vecteurs 
as, a, sont indépendants. Concluons l'ensemble de cette étude : 
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Théorème. 


Les sous-espaces vectoriels propres de l'espace vectoriel W, sont : 
1. Les droites vectorielles A (a) où a, est un vecteur non nul quelconque de Vy. 


2. Les plans vectoriels + (a, 2,) où a, et a, sont des vecteurs linéairement indépen- 
dants quelconques de Vs. 


EXERCICES 


1. Soit x, et x, deux vecteurs de W, ou *U,; démontrer que x, et x, sont linéairement 


dépendants si et seulement s’il existe au moins une droite vectorielle A (a) les conte- 
nant tous les deux, 


"P 


Soit x, x, et x, trois vecteurs de *U,; démontrer que x, x, et x, sont linéairement 
dépendants si et seulement s'il existe au moins un plan vectoriel 7 (a, a) les conte- 
nant tous les trois. 


D'après les résultats de ces exercices nous dirons que deux vecteurs linéairement 


dépendants sont colinéaires et que trois vecteurs linéairement dépendants sont copla- 
naires. 


e) Application : Théorème de la base incomplète, 


Soit, dans E = Ug, un vecteur a + 0; cherchons s'il existe des bases de U, comprenant 
le vecteur a. 

Considérons la droite vectorielle A (a); c'est un sous-espace propre de Uz; il existe 
donc au moins un vecteur b de U, n'appartenant pas à A (a). Les vecteurs a et b sont 
indépendants. En effet, considérons la relation «a + Bb = Op. Si B Æ0ona: 
b=- $ a et b appartiendrait à A (a), ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc 8 — 0, 
on a alors «a = Og, donc, puisque a + Og, x = 0. 


Considérons le plan vectoriel = (a, b), c'est un sous-espace propre de U, il existe donc 

au moins un vecteur c de W, n'appartenant pas à x (a, b). Les vecteurs a, b, c sont indé- 

pendants. En effet, considérons la relation «'a + 9/5 + Y'e = Opg. Si Y #0, on a : 
VET 


F4 — y bet c appartiendrait à = (a, b), ce qui est contraire à l'hypothèse, donc 
0; on a alors a'a + 8'b = Op, donc a^ 
Par conséquent (a, b, c) est une base de Ùy. 


B' = 0, puisque a et b sont indépendants. 


Cette démonstration nous donne deux autres résultats : 


1. La première partie de la démonstration ci-dessus appliquée à W, montre qu'étant 
donné un vecteur non nul a de U, il existe b € W, tel que (a, b} soit une base de U, (il 
suffit de prendre b ¢ A (a)). 


2. La deuxième partie de la démonstration ci-dessus montre qu'étant donnés deux vec- 
teurs linéairement indépendants a et b de V, il existe c € V, tel que { a, b, c) soit une 
base de V; (il suffit de prendre c # z (a, b)). 


Concluons toute cette étude : 


Théoràme. 


Étant donnée une partie libre L de U, (n = 2 ou 3) il est toujours possible de complé- 
ter L pour obtenir une base de Up. 


11. 9 INTERSECTION DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS PROPRES 


DE V, (1 <a < 3) 


a) Intersection de deux sous-espaces d'un espace vectoriel. : 

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E, espace vectoriel sur R. 

Si F = (0g), alors F n G = (0x). 

i F = E, alors Fn G = G. , 

E allons étudier le cas général. Rappelons que les sous-espaces vectoriels de E sont 

des sous-ensembles non vides de E, stables pour l'addition de E et pour la multiplication 

externe. | 

Pour tout couple d'éléments a, b de F N G et pour tout nombre réel « on a : 

(a€F et beF) — (a+beF) (a 4-beFn G) a) 

Dec Le = GI Let reet 
aeF => aaceF 


E eG | —>Ga6Fn G) Q 
Hun mue 


; ide. 

"i € F et Og € G, donc 0g € F N G; F n G est donc non vi nr 
d Fn Er un sous-ensemble non vide de E, stable pour l'addition 
de E (d'après (1)), stable pour la multiplication externe de E (d'après (2)); F N G est 
donc un sous-espace vectoriel de E. 


Théoràme. - 
L'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E 


E 
PER Démontrer de méme que l'intersection d'un nombre quelconque de sous-espaces 
vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E. 


b) Intersection de deux sous-espaces vectoriels propres de Ug. 
Remarquons que nous n'avons pas à traiter le cas de U; qui n'admet pas de sous-espaces 
vectoriels propres. eT. 
Soit F, et G, deux sous-espaces vectoriels propres de Ws. Ils sont obligatoirement de 
dimension 1. 
Le sous-espace F, a pour base (a). 
Le sous-espace G; a pour base ( bi}. 
Deux cas peuvent se présenter, qui s'excluent : 
1. L'ensemble (aj, b} est une partie libre de Ug. Supposons qu'il existe un vecteur c 
de *U,, différent de 0g, appartenant à F; N Gy. Il existe des nombres réels « et B tels que 
2 » 
c= aa, = Bb. 
De la dernière égalité, on déduit : «a — 85, = Oui la partie (ay, bi) étant une ue 
libre, cette égalité n'est réalisable que pour « = B — 0. Il n'existe donc pas c # 
appartenant à F, n G;; donc F, N G, = {On}. 
2. L'ensemble (a, b,} est une partie liée de U+. Il existe donc deux nombres réels non 
tous nuls tels que 


aa + Bb, = Og. W 
Aucun des deux nombres « et 8 n'est nul, car si « = 0, par exemple, cela entraînerait 
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Bb, = Os, ce qui est impossible puisque B + 0 et b, + Op. De (1), on déduit a, — — 9s. 


Donc a, € Gi; {a} est donc une base de G; (partie libre à un élément). Par suite, G, = F, 
et Fi n Gi = F, = G}. Concluons : 


Théorème. 
Deux droites vectorielles de V, ont pour intersection {0,} ou bien sont confondues. 


©) Intersection de deux sous-espaces vectoriels propres de *U,. 
Les sous-espaces vectoriels propres de U, ont pour dimension 1 ou 2. Il a donc 3 cas à 
envisager suivant les dimensions des deux sous-espaces vectoriels F et G. 
Premier cas : F, et G, sont de dimension 1. 
La démonstration faite pour *U, est applicable à U. D'où le théorème : 


Théorème. 
Deux droites vectorielles de *U, ont pour intersection {04} ou bien sont confondues, 


Deuxième cas : F, est de dimension 1 et a pour base {a} 

G, est de dimension 2 et a pour base (5, b), 
Deux cas sont possibles, qui s'excluent : 
1. (ay by, ba} est une partie liée de Ùy, Tl existe donc des nombres réels non tous nuls 
tels que aa + Biby + Baba = Og. Q 
Le nombre « n'est pas nul; en effet, si « = 0, 8, ou B, n'est pas nul ce qui est contraire à 
l'hypothèse : (5j, ba} est une base de G;. 
On peut donc déduire de (2) : 


Bj 
ab ts, 


ce qui montre que a, € Gp. 

Par suite, F, est un sous-espace vectoriel de Ga F; C G; et FN G,— 
2. {a by, by) est une partie libre de Ù. Supposons qu'il existe un vecteur c de Vy diffé- 
rent de Os, appartenant à F, N Ga. Il s'exprime en fonction de a, (puisque c € F;) et en 
fonction de b, et b, (puisque c € G;); il existe donc des nombres réels +, Bi, Ba tels que 


c= aa, = Bibi + Baba. [9] 
De (3), l'on déduit : xd, — Bib, — Bab, = Og. @) 
La partie { a;, by, b) étant une partie libre de Vy (4) n'est possible que si : 
2—8—86-—0 


Donc c n'existe pas et, par suite, F; N G, = (05). Concluons : 


Théorème. 


Une droite vectorielle et un plan vectoriel de U, ont pour intersection Ou ou bien la 
droite vectorielle est un sous-ensemble du plan vectoriel. 


Troisième cas : F, est de dimension 2 et a pour base (a,, a,) 
Gs est de dimension 2 et a pour base (by, b3}. 
Deux cas sont possibles, qui s'excluent : 


1. (ay by ba) et {an by ba} sont des parties liées de "Us. 


Par un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans le 2* cas ci-dessus, on RS 
que a, € G, et a; € Gs. Alors {a a}, partie libre de En et bue i a, € Gs 
et a4 € Gs, est une base de G;. Par suite, 2 ph a G; 
est une partie libre FS s 

Re "is by by) ns libre. (as by ba} est une base de Va ues 
c'est une partie libre qui a trois éléments. Le vecteur a, peut donc s'exprimer 
cette base. Il existe donc des nombres réels «, f, B, tels que : 

a, — aa + Bibi Babe 
— «a, + ag = fbi + Pobo 


d'où l'on déduit 
Posons c= — a«a + a, = (hb, + Baba. 
L'égalité c= — aa + a, prouve que c E NS 

"égalité. c= Bibi + Baby montre que c € Gs. 4 
Bote (jew E Idam F M C, 
D'autre part il ne peut exister un élément d commun à F, et G tel que fe d) soit une 
partie libre, car cette partie serait une base commune à F et Gs, On aurait F, = Gs, 
ce qui est impossible, puisque a, € G ((a;, bx, bj) partie libre de *U;). Par suite, 


F,nG,— å (0). 
Théorème. N 
Deux plans vectoriels de U, ont pour intersection une droite vectorielle ou sont confon- 
dus. 
REMARQUE 


Deux plans vectoriels de W, ont toujours en commun une droite vectorielle, puisque, 


: dede 
il confondus, ils en admettent une infiniti i. 
Void un tableau qui résume l'étude de l'intersection de deux sous-espaces propres 


de Wy. 
ml iod Ga 1002) les Loop F,nG, 
{a} (5) (a, bi} liée FR =G, 
(2) a) {an b.) libre {0} 
{a} {by ba} {as b, ba} liée F, 
ta) {bu ba) {an bu ba} libre {0} 
» by, ba} liée 
(n) | Un pep m F, = 6, 
» by, ba} libre 
{av aa) (sb) a a os ^Q 
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a) Définition, Exemples. 


Définition. 


Étant donnés deux espaces vectoriels E et E' sur IR. on appelle application linéaire 
de l'espace vectoriel E dans l'espace vectoriel E' toute application f de E dans E' telle que 


l'on ait 
In (xeE (yeEb f(-»-fQ) +f (y) 
(2) (aeR)(qxeE f (ax) = af (x). 


Ces deux relations s'appellent respectivement première et deuxième propriété de linéarité. 
Exemple 1. Fonction linéaire. 


Considérons [R comme espace vectoriel sur lui-même. Soit f une application linéaire 
de IR dans lui-même; d'après la 2° propriété de linéarité, quel que soit x € IR on a : 


fG) = SG) = xf) 
où f(1) — a€ IR; on vérifie bien que l'application de R dans R 
X —— ax 
est linéaire car elle vérifie aussi la première propriété de linéarité. C'est la fonction linéaire 
de coefficient a. Elle est bijective si et seulement si a 0. 
Exemple 2. Homothétie de E, espace vectoriel sur R.. 
Étant donné le nombre réel à considérons l'application 
h:E —— E 
x ——. Ax. 
Quels que soient x et y de E et « de IR on a : 
hæt y) — AGE y) = Ax Ay hG) + AO), 
h (xx) = à (ax) = a (x) = ah (x), 


donc / est une application linéaire de l'espace vectoriel E dans lui-même appelée homo- 
thétie de rapport à; elle est bijective, comme on le verra facilement, si et seulement si 
1% 0. 


Pour E = U, on trouve l'homothétie vectorielle application linéaire du plan vectoriel 
dans lui-même (cf. cours de Seconde). 


Exemple 3. Formes linéaires. 


Toute application linéaire de E, espace vectoriel sur IR, dans E' = R considéré comme 
espace vectoriel sur lui-même est appelée forme linéaire définie sur E. 


Soit E = V, rapportée à une base (F, F); si est une formelinéaire définiesur U,on aura: 
16) = a, 1-5 
où a et b sont des nombres réels. Quel que soit Y= x7 + y} de U, on aura: 
1G) = 1Gi + yj) = x) + (0) = ax + by. 


Réciproquement a et b étant deux nombres réels donnés on vérifiera sans peine que 
l'applicati 
l'application po me 
$3) ——— ax + by 
est linéaire. 
Exemple 4. Projections de R X R sur R. 
Les applications pr, et pr, appelées respectivement première et deuxième projections 
de R x R sur R définies quel que soit (x, y) de IR X IR respectivement par 
pns y)— x 
praQo y) — y 


sont des applications linéaires de l'espace vectoriel R X R sur l'espace vectoriel IR. 


On le vérifiera. 
Ce sont des formes linéaires définies sur R x IR. 


EXEROICES 
1. Démontrer que les trois applications fı f» fa de IR x IR x IR sur R définies 


respectivement. par 
ÁhG»2-2x hG»2-9» fhe»2-7: 
sont des formes linéaires définies sur l'espace vectoriel R x R x IR. Comment les 
appellerez-vous? - 
2. Démontrer que l'application p de IR. x R X IR dans IR. x R définie par 
Q5 9,2) —— 6» 
est une application linéaire. i , 
3. Soit 6 l'espace vectoriel des trinómes et 3 l'espace vectoriel des binómes, désignons 
" par d l'application de © dans $ qui, au trinôme f, défini pour tout x réel par 
JG) = axt + bx + c, associe la fonction dérivée f” définie, pour tout x réel, par 


" (x) = 2ax + b. der 
SERT d est une application linéaire de © dans B; est-elle surjective? 


injective? $9 

ii pace i i Hd i i l'application d, de 
© l'esi vectoriel des trinômes; on considère maintenant 

: EE '6 qui associe à f de © sa fonction dérivée f. Démontrer que d, est une 
application linéaire de © dans ©; est-elle surjective? injective? 


b) Premières propriétés des applications linéaires. ce 
Soient trois espaces vectoriels sur R, E, E', E". Considérons l'application h=gof 
composée des applications linéaires g et f 

ra Li 


E——.E — F. 


Calculons 4 (x + y); quels que soient x et y de E nous avons successivement 


+) (définition de 1 = g o f) 
ASER AA on (ire propriété de linéarité pour f) 


—sUG)y--gUO) € d c id 


hæ) + hO) (définition de h = g o f). 
Nous avons de même quels que soient x de E et x de R r 
2) (définition de A = g o. 
sind P (2° propriété de linéarité pour f) 
ag GI] € = MEL?) 
ah@ (définition de A = g o f). 
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Concluons : 


Théoràme 1. 


L'application composée de deux applications linéaires est une application linéaire. 


Soit f une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel E’, Nous 
avons x = x + Og d'où (17° propriété de linéarité) 
f) = fG + 09) = f 62 + f (Ox) 
on en déduit f(05) = Oy. 
Quel que soit x de Eona x -+ (— x) = 0g; on en déduit 
fix C- 3)) — £6) + f(— x) = f (09) = Op, 
donc f (— x) est l'opposé de f (x) dans E'; d'où : 


Théoràme 2. 


Pour toute application linéaire f de E dans E'. 
1. f (05) = Oy. 
2. Pour tout x de E on a f ( x) = — f (x). 


Considérons f (E) image de l'application linéaire f (cf. § 2.2 a); c'est une partie de E 
Nous allons montrer que f (E) est un sous-espace vectoriel de E'. Soient x' et y deux 
éléments quelconques de f(E); par définition de f(E) il existe au moins un élément x 
de E et un élément y de E tels que l'on ait 
x-f( e y =f). 
L'application f étant linéaire nous avons 
Xy =f) +O = SfE + ESE, 

et quel que soit a de IR 

ax = a f (x) = f (2 x) Ef (Œ) 
donc f(E) est bien un sous-espace vectoriel de E' espace vectoriel d'arrivée de l'appli- 
cation f. 
Donnons enfin la définition suivante : 


On appelle noyau d'une application linéaire / de E dans E' l'ensemble des éléments 
de E, espace vectoriel de départ de f, dont l'image est Og, l'élément zéro de l'espace 
vectoriel d'arrivée de f. 


Désignons par N le noyau de f; c'est une partie de E et on a pour tout x de E 

XEN <> f(x) = 0. 
Remarquons que N n'est jamais vide car f (0g) = Og, donc l'élément zéro de E appar- 
tient toujours au noyau. Quels que soient x, y de N et a de R on a 


LG + D =f + 0) = Og + 0g, = Op, 
f(x) = af (x) = a 0w = Opr; 


donc N est un sous-espace vectoriel de E. 


Concluons : 


Théorème 3. 
Pour toute application linéaire f de E dans E' : 

L'image f (E) de l'application linéaire f est un sous-espace vectoriel de E', espace 
vectoriel d'arrivée de f. 

Le noyau N de l'application linéaire / est un sous-espace vectoriel de E, espace vectoriel 
de départ de f. 


L'application f est surjective si et seulement si f (E) = E' (cf. $ 2.2). Quelle que soit 
Y'application linéaire f on a (0x) = 0g; (théorème 2). Supposons f injective : si f (x) = Og 
c'est-à-dire f (x) = f (05) on a x = 0g donc le noyau de f est (0g). 
Réciproquement, soit une application linéaire f de E dans E' telle que son noyau N 
soit (0g); quels que soient x et y de E les relations suivantes sont équivalentes : 


fG)— f 0) 

P LAE N (0g; élément neutre de l'addition dans E) 
SWIC») (2° propriété du théorème 2) 

fix C» {ire propriété de linéarité) 

f — 0g (définition de x — y) 

x—y-— 0g N = (08) 

x=y (x élément neutre de l'addition dans E) 


Résumons ces propriétés : 


Théorème 4. 
Pour toute appli 
valentes : 

1. L'application / est injective. 

2. N désignant le noyau de f, on a N = (0, 


ion linéaire f de E dans E' les deux propriétés suivantes sont équi- 


EXERCIOES 
5. Trouver le noyau et l'image de l'application linéaire définie à l'exercice 2 ci-dessus. 
Quelle relation y-a-t-il entre les dimensions de l'espace vectoriel de départ, de l'image 
et du noyau? 
6. Mémes questions pour l'application linéaire de l'exercice 3 ci-dessus puis de l'exer- 
cice 4. 


€) Isomorphisme d'un espace vectoriel sur un autre. 
Considérons deux espaces vectoriels E et E' sur IR et une application linéaire bijective 


de E sur E'. 
Quels que soient x’ et y’ de E' il existe x unique de E et y unique de E tels que 


fe-x a foy. 
Désignons par f= la bijection réciproque de f; c'est une bijection de E' sur E; nous 
allons montrer que f^! est aussi une application linéaire. En effet les égalités précédentes 
sont équivalentes à 

x=fi(x) e yf) 
Or nous avons f (x + y) = x + ^; d’où, quels que soient x' et y' de E', 

LG y) x y SA) + £300. 

Nous avons de méme f (ax) = a f(x) = «x^; d’où, quels que soient x de R et x’ de E', 

f (ax!) = ax = af x). 
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Concluons : 


Théorème 5 et définition. 
La bijection réciproque f~} de toute application linéaire bijective f de E sur E' est une 
application linéaire bijective de E' sur E. 

Toute application linéaire bijective de E sur E' est appelée isomorphisme de l'espace 
vectoriel E sur l'espace vectoriel E’. 


On dit aussi que les espaces vectoriels E et E' sur IR sont isomorphes : il faudra cepen- 
dant préciser : f est un isomorphisme de E sur E' et f-! est un isomorphisme de E' sur E. 


EXEROICES 
7. Démontrer que tout espace vectoriel E de dimension 1 sur IR est isomorphe à R 
considéré comme espace vectoriel sur lui-même. (On prendra une base {a} de E et 
pour tout x de E on posera x = «a; on considérera ensuite l'application f de E 
dans IR définie pour tout x de E par f (x) = a.) 
8. Démontrer que l'espace vectoriel B des binómes est isomomorphe à l'espace 
vectoriel IR. x IR. On considérera l'application e de 3 dans R x R qui au binôme f 
défini par f(x) = ax + b associe le couple (a, b). 


11.11 APPLICATIONS LINÉAIRES D'UN ESPACE VECTORIEL DANS 
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LUI-MÉME 


Toutes les définitions et propriétés énoncées au paragraphe précédent sont valables 
pour E = E'. Mais dans ce cas (E = E’) nous allons avoir de nouvelles propriétés. 


a) Ensemble £ (E) des applications linéaires de E dans E muni de la composition des appli- 


cations. 


Désignons par £ (E) l'ensemble des applications linéaires de E dans E, E étant un espace 
vectoriel sur R. Soit f et g deux éléments de £ (E), g o f (de méme que fo g) est une 
application de E dans E, d'autre part d’après le théorème 1 du § 11. 10, g o f est une 
application linéaire de E dans E. 

Donc la composition des applications est une loi interne définie dans £ (E). Étudions les 
propriétés de (£ (E), o). 

La composition des applications étant associative, elle l'est dans £ (E). 


EXEROIOE 
1. Si E = IR, espace vectoriel sur lui-même, démontrer que la composition des appli- 
cations est commutative dans £ (R) (prendre deux fonctions linéaires de coeffi- 

cients a et b). 


On démontre que si dim E > 2 /a composition des applications dans £ (E) m'est pas 
commutative. Nous nous contenterons de le démontrer pour £ (fU). 


Rapportons U, à une base (7, 7). Considérons deux applications fet g telles que 
i 10 - i4. 
z0 =? 


Si ces applications f et g sont linéaires, on aura quel que soit v=xi+ » de V, 
IO) = GE 9D = x 1 D 90 xi »G D - e» 
2G) = eG + 99) = xw) + G) = j +» = vi + xj. 


Montrons que f et g sont bien linéaires; quels que soient 
$-xbyh v = xt y 
de V, on a : 
LG + Y) = Ge + x) + © + NT + 0 4 03 
G +» E 351 n») y 
= 46) +706), 
car, comme vous l'avez vu en Seconde, les coordonnées de 
S+? sont x+x et yy. 
Quels que soient $ = x? + yj de V, et a de IR on 
Iar) = (x + a») Ed (7 
= a [x + » P yl 
= afG), 
car les coordonnées de « sont ax et «y. 
L'application f de E dans E est donc linéaire; vous démontreriez qu'il en est de 
méme pour g. 
Cakulons (fog) (ï) et (go) (D), ona: 
Go) (D = sle (0] = rG) - 1 m 
Gon Ü) = UG) = 0) =}. 


donc les valeurs de fog et g o f pour 1 sont distinctes, et par conséquent fo g # gof. 


Soit e = idg, pour toute application linéaire f — comme pour toute application — de E 
dans E, on a: 
eof=foe=f. 


Montrons que e est linéaire; quels que soient x, y de E et x de IR on a: 
eR+n=x+y=e+ec), 


e (ax) = ax = ae (x) 


donc e € £ (E) et par conséquent e = idy est élément neutre pour (£ (E), o). 
Résumons ces propriétés : 


Théorème 6. 
Soit E un espace vectoriel sur IR et £ (E) l'ensemble des applications linéaires de E 
dans E. La composition des applications est, dans £ (E), une loi interne : 

1. associative. 

2. non commutative, si dim E > 2. 

3. pourvue d'un élément neutre e = idz. 


b) Groupe des isomorphismes de E sur E. 


Désignons par G l'ensemble des applications linéaires bijectives de E sur E, c'est-à-dire 
l’ensemble des isomorphismes de l’espace vectoriel E sur lui-même. 

Si fet g appartiennent à G, f o g est bijective (cf. $2.3 c) et linéaire (cf. § 11.10 théorème 1), 
donc dans G la composition des applications est une loi interne. 

D'autre part en faisant E = E' dans le théorème 5 (8 11. 10) on voit que quelle que soit. 
f€ G, f est un isomorphisme de E sur E, donc f-1 €G. 

En utilisant les résultats du théoréme 6 nous pouvons énoncer : 


37 


Théorème 7 et définition. RE m 

Soit E un espace vectoriel sur IR et G l'ensemble des isomorphismes de E sur lui-même. 
La composition des applications est, dans G, une loi interne telle que (G, o) soit un 
groupe. 

Ce groupe est appelé groupe linéaire de l'espace vectoriel E. 


Si dim E > 2, ce groupe n'est pas commutatif. 


EXEROICE 
2. Soit H l'ensemble des homothéties de rapport à + 0 de l'espace vectoriel E. Démon- 
trer que (H, o) est un sous-groupe commutatif de (G, o) et que (H, o) est isomorphe 


à (R*, x). 


EXERCICES 


Exemples d'espaces vectoriels : 1 à 8. 

Calculs dans un espace vectoriel : 9 à 11. 

Parties génératrices, bases : 12 à 20. 

Sous-espaces vectoriels : 21 à 30. 

Intersection de sous-espaces vectoriels : 31 à 37. 

Somme de deux sous-espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels supplémentaires : 38 à 49. 
Applications linéaires. Isomorphismes d'espaces vectoriels : 24, 28, 29, 44, 50, 51. 


Dans les exercices qui suivent, on désignera par E. l'ensemble F (D, R) des fonctions définies 

dans un même sous-ensemble D de R et prenant leurs valeurs dans R.. 

Dans cet ensemble E, on considérera deux opérations : 

— l'une permet d'associer à deux fonctions f et g de E, la somme f + g de ces fonctions, définie 

pour toute valeur de x appartenant à D par : 
+ 06) = SA) + ga). 


— l'autre fait correspondre à un nombre réel a et à une fonction f de E une fonction a f définie 
pour tout x de D par : 


(af) 6) = af C). 


On démontrera, pour chaque ensemble E. indiqué, que les deux opérations définies précédemment 


sont, l'une interne, l'autre externe, et que pour ces deux lois, E est un espace vectoriel sur R. 
(ex. 1 à 7). 


E est l'ensemble des fonctions paires définies sur D. 
E est l'ensemble des fonctions impaires définies sur D. 


E est l'ensemble des fonctions définies et continues sur D. 
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E est l'ensemble des fonctions définies et dérivables sur D. 


E est l'ensemble des fonctions définies sur D = R* par f (x) 


Ee R). 


E est l'ensemble des fonctions définies sur D = [a, B], telles que : 
f(9) = 2f). 


E est l'ensemble des fonctions définies sur D = [a, 8], telles que, y étant une valeur fixe de D : 
f60 = fG) +O. 


Soit E l'ensemble des fonctions définies sur D = [x, B] et prenant leurs valeurs dans R, 
telles que f(x) = f (8) + k, où k est un nombre réel donné non nul. E est-il un espace vectoriel 
pour les lois de composition définies dans les exercices précédents? 


Dans R x R, on donne : 
A-(—1- 4, B=(—3,-7, C=(+2 +9. 


Calculer : 3A—2B+C, 5A-8B—10C, A—B—C, aA+bB+ cC 
(où a, b, c sont des nombres réels quelconques). 


Dans R x R x R, on donne : 


^-(-ReERD B=(+5+ C-( $247. 


Calculer : 4A—6B4+C, —2A498—2C, A B43C 


Résoudre l'équation : (a° — 4a + 3) x = Oy, 
où a représente un nombre réel et x un élément d'un espace vectoriel sur R. 


Soit E = {(1, 3), (— 1, — 2)} un sous-ensemble de R x IR. Peut-on exprimer (2, 0) comme 
combinaison linéaire des éléments de E? Même question pour un élément quelconque (a, b) 
de R x R. Que peut-on en conclure? 


Soit E = ((4, 6), (— 6, — 9)} un sous-ensemble de IR x IR. Peut-on exprimer (2, 3) comme 
combinaison linéaire des éléments de E? Méme question pour (1, 0). Que peut-on en conclure? 


Soit E = (Q, 1), (— 1, 1), (— 3, 1)) un sous-ensemble de R x IR. Peut-on exprimer (1, 2) 
comme combinaison linéaire des éléments de E? Peut-on exprimer tout élément (a, b) de 
R x IR comme combinaison linéaire des éléments de E? E est-elle une partie génératrice 
de R x R? Est-ce une base de R x IR? 


Soit E = {(1, 2), (3, — 1), (4, 1)} un sous-ensemble de IR x R, Est-ce une partie génératrice 
de IR x R? Est-ce une base de R x R? 


Soit E = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) un sous-ensemble de IR x IR x IR. Peut-on exprimer 
(2, 3, 4) comme combinaison linéaire des éléments de E? Tout élément (a, b, c) de R x IR x IR 
peut-il s'exprimer comme combinaison linéaire des éléments de E? E est-il une base de 
R x Rx R? 


Soit E = ((1, — 1,0), (1, 2, 1), (2, 1, 1)} un sous-ensemble de R x R x IR. Peut-on expri- 
mer (5, 1, 2) comme combinaison linéaire des éléments de E? E est-il une base de R x IR x R? 


Soit E = ((— 1, — 1,2), (3, 2, 1), (1,0, 5)) un sous-ensemble de R x R x IR. Peut-on 
exprimer (2, 1, 0) comme combinaison linéaire des éléments de E? E est-il une base de 
RxIRxR? 
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Soit E = (f, g, h} un sous-ensemble de l'ensemble © des trinômes sur R. f, g, sont des 
fonctions définies pour tout x réel par : 

SO=x+x—1, 

gD=x—-x+1, 

h= — x*- x1. 


il une base de 6? 


Dans Vp, soit (a, b) une partie génératrice. 
En raisonnant par l'absurde, démontrer que (a, b} est une partie libre. En déduire que (a, b} 
est une base de *U,. 

Dans *U;, soit (a, b, c) une partie génératrice. 

En raisonnant par l'absurde, démontrer que (a, b, c) est une partie libre. En déduire que 
(4, b, c) est une base de Us. 

[On démontre, de façon générale, que dans un espace vectoriel de dimension n, une partie 
génératrice qui a n éléments est une base.] 


Soit E = (f, g} un sous-ensemble de l'ensemble © des fonctions trinómes du second degré 
sur IR. f'et g sont des fonctions définies pour tout x réel par : 

S=- ixt, 

gG)-4x —1. 
a) E est-elle une partie libre ou une partie liée de 6? 
b) Quelle est l'expression générale des trinómes appartenant au sous-espace vectoriel engendré 
par E? 
Le trinôme A défini pour tout x réel par : 

h()-2x —3x-4 


fait-il partie de ce sous-espace? 
Même question pour M’ défini par : 
Kx) - 2xt4 5. 


Soit E l'ensemble des fonctions f définies pour tout x réel par : 
SG = ax! + (a+ b) x + b, 
où a et b sont deux nombres réels quelconques. E est-il un sous-espace vectoriel de ©? Si oui, 


en indiquer une base, et montrer qu'on peut établir un isomorphisme d'espaces vectoriels 
de E sur R x R, 


Méme question qu'à l'exercice précédent pour l'ensemble des fonctions g définies, pour tout x 
réel, par : 


g(x) — ax* - (a — Dx 2. 


Soit E l'ensemble des fonctions définies pour tout x réel non nul par : 


fe-5  (aeR) 
x 

a) Démontrer que E est un espace vectoriel sur R, si on choisit comme opération interne 

dans E l'addition des fonctions et, comme opération externe, la multiplication d'une fonction 

par un nombre réel. 

b) Démontrer qu'on peut définir une application linéaire bijective de E sur IR espace vectoriel 

sur lui-même. 


a) Les nombres a et a' étant rationnels et les nombres b et b' étant rationnels positifs, non 
carrés d'un nombre rationnel, démontrer que l'on a : 


a+ b-0 <> a-b-0, 
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et, plus généralement : 

a+ Vb-a--A/E <> a-a & b=b. 
b) Soit E l'ensemble des nombres réels de la forme a + b 4/2, où a et b sont des nombres 
rationnels. 
On munit E de l'addition des nombres réels et de la multiplication par un nombre rationnel 
quelconque. 
1. Montrer que l'on obtient un espace vectoriel sur Q. 
2. Démontrer que l'ensemble des deux nombres e, = 1 et e, = 4/2 constitue une base de E. 
3. Démontrer que Q X Q est un espace vectoriel sur Q. 
4. Démontrer qu'il existe un isomorphisme entre Q x Q et E, espaces vectoriels sur Q. 
©) Soit F l'ensemble des nombres réels de la forme a + bW/2+ cA/3, où a, b, c sont des 
nombres rationnels. 
1. En utilisant le résultat de la question a), on démontrera que : 

a+bV2+eV3=0 <> a=b= 0. 

2. On munit F de l'addition des nombres réels et de la multiplication par un nombre rationnel 
quelconque. Montrer que l'on obtient un espace vectoriel sur C). En indiquer une base. 
3. Démontrer que Q x Q x Q est un espace vectoriel sur Q. 
4. Démontrer que Q x Q x Q et F sont des espaces vectoriels sur Q qui sont isomorphes, 
5. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F. 


Soit E, et E, deux sous-espaces vectoriels de E, espace vectoriel sur IR. L'addition dans E 
est notée + et l'opération externe est notée e, On définit dans E, x E, deux opérations : 
une opération interne notée T telle que : 


Q3, Xa) T On V) = G6 + Pa Xa + a), 
une opération externe telle que : 
a Q5, X) = (ae xy a e xi). 


Démontrer que, pour ces deux opérations, E = E, x E, est un espace vectoriel sur IR. 


Soit E un sous-ensemble de & (ensemble des trinómes), défini par : 


E-(PeS|P(x) — kxt - k- 1) (k € IR). 
Cet ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de ©? 
Méme question pour F, défini par : 
F-(QeS|QG)— kxt--k) | (ke R). 


Dans l'ensemble des trinómes, on considère deux sous-ensembles : 

Si-(nes|no)-2kxi--kx — keR), 

*;—-(neG|4()- ax*- bx — (ab)eRxmR). 
a) Démontrer que ©, et ©, sont des sous-espaces vectoriels de G. On en déduira (ex. 11-24) 
que ©, X B, est un espace vectoriel sur R. 
b) On définit une application e de ©, x 6, dans € par : 

PET EN 
Cas 19) 1—— t h; 

Démontrer que 9 est une application linéaire de 6, x '6, dans ©. Quel est le noyau de cette 
application linéaire? Est-elle bijective? 


.1L29 Même exercice que le précédent avec : 


©, = {P ET] P (x = k(x* — 1), 


keR} 
T, = {QET| QQ) = ax + b, 


(a,b) e Rx R}. 
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11.30 


11.31 


11.32 


11.33 


11.34 


-1135 


11.36 


A137** 


11.39 


Dans R* x IR* on définit deux opérations : 
— une opération interne par : 

(a, b) X (a', b') = (aa^, bb"), 
— une opération externe par : 


a (a, b) = (xa, ab), où a est un nombre réel quelconque. R* x IR * est-il un espace vectoriel 
sur R pour ces deux opérations? 


Soit E un espace vectoriel, A et B deux sous-ensembles de E. 


a) On vérifiera que À et B sont des sous-espaces vectoriels de E. On indiquera leur dimension, 
et une base pour chacun d'eux. 


b) On déterminera A. B, sa dimension (ex. 31 à 34). 


©. 


a beR}. 


(P eG| P (x) = ax? + bx; 
B={Qc6|Q(G)=(k+Ma+24x+ M kheR) 

RXRXR. 
A-(xeRXxRxRIx-(u520; abeR). 
B-(xeR x Rx R[xe(-F 2h39; khe R). 
E- 
A-([PeU|PQ)- Qa-b)x-Fax 25; abeR). 
B-í(QeG|QG)-kQx'c 3; | keR). 
E-RXxRxR. 
Ac-(xeR x Rx RIx-(aba-B; abeR) 
B-(xeRx RXR|x-(2k —&;  keR). 


Dans R x R x IR, on considère les éléments : 
“= 3-0 
x = (1, — 1, — 2) 
Démontrer que, xy, x, d'une part, et Yı, Ya d'autre part, engendrent le méme sous-espace 
vectoriel W de R x R x R. Quelle est ia dimension de W? 


Démontrer que l'intersection des n sous-espaces vectoriels Fy, Fy, - 
toriel E est un sous-espace vectoriel de E. 


,F, d'un espace vec- 


Soit E un espace vectoriel sur IR, et F le sous-espace vectoriel de E engendré par les deux 
éléments a et b fixes de E. 

a) Soit G le plus petit sous-espace vectoriel de E tel que : (a, b} C G. 

Démontrer que G est l'intersection de tous les sous-espaces comprenant a et b. 

b) Démontrer que G = F. 


Étant donné un espace vectoriel E sur IR, on dit que deux sous-espaces vectoriels F, et F sont 
supplémentaires dans E si er seulement si tout élément x de E s'écrit d'une manière unique sous 
la forme x = x, + x, où xy € F, et x, € Fa On écrit 

E-ROF 
et on dit que E est somme directe des sous-espaces F; et Fz. 
Dire dans les cas suivants si E est somme directe de F, et Fs; quel est dans chaque cas F,  F,? 
(exercices 38 à 43). 


E = R x IR, F; est le sous-espace engendré par (1, 0) et F, par (0, 1). 


E = R x IR, F est engendré par A, F, par B, A et B étant indépendants. 


1140 


1141 


1142* 


1143 


ET 


1145 


1146 


1147 


E = ©, espace vectoriel des trinómes, F, est l'espace vectoriel des binómes et F, est l'ensemble 
des trinómes de la forme ax? où a est un nombre réel quelconque. 


E = ©, espace vectoriel des trinómes, F; est l'espace vectoriel des binómes et F, l’ensemble 
des trinómes de la forme a (x? — 2 x + 3) où a est un nombre réel quelconque. 


E = F (R, R), F, (resp. F) est l'ensemble des fonctions numériques impaires (resp. paires) 
définies sur IR. (On montrera d'abord que F; et F, sont des sous-espaces vectoriels de E. Puis 
f étant une fonction numérique, définie sur IR, quelconque, on considérera les deux fonctions p 
et i définies pour tout x réel par p (x) = f (x) + f(— x), iG) = fG) — fC- 3)) 


E= R x R x f, F, est le sous-espace engendré par (1, 0, 0) et (0, 1, 0) et F, le sous- 
espace engendré par (0, 0, 1). 


Étant donnés deux espaces vectoriels E, et E, sur IR, on munit l'ensemble E, x E, de l'addi- 
tion : 

Q3, Xa) + On. Ya) = Ca + Yi Xa + Va) 
et de la multiplication externe : 

a (Xi X) = (a X1, 8) 

où x, et y, sont des éléments quelconques de Ej, x, et y des éléments quelconques de E, 
et a un nombre réel quelconque. 
a) Démontrer que l'on définit ainsi un espace vectoriel sur IR, appelé espace vectoriel produit 
de E, et E, noté E, X E;. 
b) On suppose que E, est de dimension 3 et que E, est de dimension 2. On donne une base 
{as by, ci) de E, et une base (as, by} de Es. Trouver une base de E, x E. Quelle est la dimen- 
sion de E, x E? (On considérera un élément quelconque 
On, x) = (%10, + Bibi Ya Cir Ge ag + Ba ba) de E, X Ej) 
c) On suppose que E; est le sous-ensemble de E, x E; formé des éléments (xs, 05). Démon- 
trer que E; est un sous-espace vectoriel de E, X E, isomorphe à E,. De méme, on considère 
le sous-ensemble E; de E, x E, formé des éléments (On,, x2). 
Démontrer que E; est un sous-espace vectoriel de E, X E, isomorphe à E;. 
Démontrer que E, x E, = E; Ej. 


Soit F, et F, deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E sur R. 
Soit F, + F, l'ensemble de tous les éléments de E qui sont de la forme : 


x=xtx avc xeF, et xn6F. 


Démontrer que F, + F, est un sous-espace vectoriel de E. 


Soit, dans l'espace vectoriel R x R x R sur R, l'ensemble F, des triplets de la forme : 
xı = (a, — b,a + b) où a et b sont des nombres réels quelconques, et F, l'ensemble des 
triplets de la forme : x = (k, 2 h + k, — 2 A) où k et h sont des nombres réels quelconques. 
a) Démontrer que F; et F, sont des sous-espaces vectoriels de R x IR x R. Indiquer une 
base et la dimension pour chacun d'eux. 
b) Déterminer F; n F, et sa dimension m. 
c) Déterminer F + F et sa dimension n (voir ex. 45). 
d) Vérifier que : 

dim (F; + F,)+ dim (F, n F= dim F, + dim Fa. 


Même exercice que le 11.46, avec : 

F, : ensemble des triples x, = (a — 5, 2a, 3a-- 2b) où a et b sont des nombres réels 
quelconques 

F, : ensemble des triplets x, = (f, h + k, h-- 24), où h et k sont des nombres réels 
quelconques. 
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11.48 Même exercice que le 11.46, avec : 
F, : ensemble des triplets x, = (2a, b — 3a, a+ b) où a et b sont des nombres réels 
quelconques. 
F, : ensemble des triplets x, = (25, 3 4-- k, — h) où h et k sont des nombres réels 
quelconques. 


11.49 Kn qun un espace vectoriel E sur IR et deux sous-espaces vectoriels F, et F, de E, démon- 1 2 l 
rer que les propriétés suivantes sont équivalentes : M 
$ E 5 S Fe (Cf. introduction aux exercices 38 à 43). Coordonnées d un vecteur 
j à et F, n F, = {0g}. (Cf. ex. 45). P s, A : e . 
) SR ME t Matrice d'une application linéaire 
411.50** On considère un espace vectoriel E sur IR et deux sous- espaces vectoriels F, et F; de E. A tou 
élément (xı, x?) de l'espace vectoriel produit F, x F, (cf. exercice 44) on associe l'élément 


Xi Ta de E; on définit ainsi une application f de l'espace vectoriel F, x F, dans l'espace vec- 
toriel E. 


a) Démontrer que f est une application linéaire. 


EDAM Ui mtan Ma Y nd. sonne P ligar setong d £j T Alors que la plupart des définitions et des résultats relatifs aux espaces vectoriels 


étaient donnés au chapitre \ de manière intrinsèque, c'est-à-dire sans munir chaque 


E i TAS 1 
EET om ARRETE ESC iin godueton ur espace vectoriel considéré d'une base, dans ce chapitre 12 nous donnons la traduction 
de ces situations mathématiques relativement à des bases préalablement choisies. 
.11,51** Pour tout trinôme f de ©, défini pour tout x réel par f(x) = ax? + bx + c on pose Dans la section I, aprés la recherche des coordonnées d'une somme de vecteurs et 
f'()— 2ax-- b, f'(x) - 2a. d'un produit d'un vecteur par un nombre réel, on étudie la dépendance linéaire 


de deux ou trois vecteurs donnés par leurs coordonnées dans un espace vectoriel 
E de dimension n < 3. On étudie ensuite le problème du changement de base. 
Dans la section II des exemples numériques montrent comment des bases étant 
choisies dans E et E', espaces vectoriels sur IR., on peut associer à toute application 
linéaire de E dans E' un tableau de nombres réels appelé matrice. Conformément au 
programme, l'étude des matrices 2 X 2 est ensuite développée. 

Dans ce chapitre il faut toujours avoir présent à l'esprit la nécessité du choix des 


Étant donné trois nombres réels a, B, y on considère l'application 9 de © dans © définie par 
fi af! E BJ. Y 

a) Démontrer que ọ est une application linéaire. 

b) L'application ẹ correspondant à a = 1, 8 = — 2, y = 5 est-elle bijective? 

€) Même question pour l'application e correspondant à x = 1,8 = — 2, y = 0. 

4) Démontrer que @ est un isomorphisme de € sur € si et seulement si y ^ 0. On se donnera 

un trinôme g défini pour tout x par g (x) = a' x? + b' x + c' et on montrera que l'équation, 


où l'inconnue est f, bases dans les espaces vectoriels considérés. 
af" + Bf Yf-g D'autre part pour ne pas employer systématiquement des lettres grecques pour repré- 
a une solution unique. Trouver f pour & = 1,8 = — 2, y = Pexsypccq S senter les coordonnées d'un vecteur, nous noterons les nombres réels par des lettres 
p , 8 Yo $a =5,b 4c 


e) On considère les trinómes fo, fn, f, définis pour tout x réel par f (x) = 1, fi) = x et quelconques et les vecteurs par des lettres surmontées d'une flèche (cf. § 11. 1 Remar- 
fa (X) = xë et les trinómes ey = 9 (f), e = 9 (fi), e, = e (f). Démontrer que si y  O alors que). 
{€o En ex} est une base de T. En déduire, toujours si y 0, la solution de l'équation 

af" + Bf' + vf — goüg = Xe + pe, ves 


I. Coordonnées d'un vecteur 


= 


12. 1 COORDONNÉES D'UN VECTEUR, D'UNE SOMME DE VECTEURS, 
DU PRODUIT D'UN VECTEUR PAR UN NOMBRE RÉEL 


a) Coordonnées d'un vecteur. 
Soit E un espace vectoriel sur IR ; rappelons (cf. § 11. 5 b) qu'une base de E est une partie 
génératrice de E telle que la décomposition de tout vecteur de E suivant les vecteurs de 


cette base soit unique. 
Rappelons également que B, partie de E, est une base de E si et seulement si elle est à 
la fois partie génératrice et partie libre (cf. § 11. 6 b). 


iy 45 


| 46 


Il a été établi enfin que, si un espace vectoriel possède une base ayant 1, 2 ou 3 éléments, 
toutes ses bases ont respectivement 1, 2, ou 3 éléments, et le nombre de ces éléments 
s'appelle la dimension de E (cf. § 11. 7 b). 

Si E est de dimension 1, soit (7) une base de E. Quel que soit ÿ de E, il existe x réel 
unique tel que » — x7. Ce nombre x est la coordonnée de Y relativement à la base (1). 
Si E est de dimension 2, soit (7, 7) une base de E. Quel que soit » de E, il existe un couple 
(x, y) de nombres réels unique tel que : Y — x7 + yj; x est la coordonnée de v suivant le 
vecteur À, y est la coordonnée de » suivant le vecteur J. 

Si nous notons (4, &) la base considérée il est tout naturel de noter xj, x, ou a, æ les 
coordonnées de v par rapport à cette base. 

De même, si E est de dimension 3, soit (7, 7, E) une base de E. Quel que soit y de E, il 
existe trois nombres réels x, y, z définis de façon unique tels que v = x7 + yj + zk. Ces 
nombres sont les coordonnées de Y relativement à la base (7, 7, #). Si nous notons 
(ss ĉa és) la base utilisée nous noterons xy, x, xy OU ay, «s, as... les coordonnées de ». 
EXEMPLE 


Soit B l'ensemble des binómes; B muni de l'addition des binómes et de la multipli- 
cation externe par un nombre réel est un espace vectoriel sur IR. Sa dimension est 2. 
Soit e, et e, deux binômes définis, pour tout x réel, par : 
e6G)-2x—l e()-3x44. 

On montrera que (ey, e;) est une base de . 

Cherchons quelles sont les coordonnées du binóme f, défini pour tout x réel par 
f(x) = — 5x + 3, dans cette base. Cela revient à déterminer des nombres réels 
da et a tels que : f = ae, + aez; c'est-à-dire que pour tout x réel, nous devons 


avoir : 
—5x+3=0(2x—1)+ 03 (3 x + 4) 
ou encore : 
—Sx+3= x(2œ + 303) km) o 
d'où : 
2a + 30 


b) Coordonnées de la somme de deux vecteurs. 


Premier cas : E est de dimension 1. 


Soit (1) une base de E. Soit deux vecteurs Y et Y de coordonnées respectives x et x’ 
dans cette base : 

y-x V=xi 
La somme v + Y est un élément de E. Elle peut donc s'écrire : y + Y = X7, mais aussi 


+y = xi + xl = (x+ x’) f. La décomposition d'un vecteur dans une base étant 
unique, on en déduit 


X=x+x 


Deuxième cas: E est de dimension 2. 
Soit (7, J) une base de E. Avec des notations identiques à celles du premier cas, nous 
pouvons écrire : S MM ce — 

y — xi 4 yi, y —xi-- yj 


3.1 Y € E, donc il existe X et Y réels tels que y + Ÿ = X7 + YJ. Mais on a : 
Vv o Gi) Gi y = 65i o4» 


d’où l'on déduit : 
X=x+x 
Y=y+y 


Troisième cas : E est de dimension 3. 

Soit (7, , K) une base de E. On montrera que si 
Ptit Vaxt k a v+ = xi + Yj + ZE, 

alors 

xx 


FEY. 
z+z 


[i 


m (i [ rdonnées de la 
Une base étant choisie dans un espace vectoriel, pour trouver les coor 
somme de deux vecteurs, il suffit de faire la somme des coordonnées de méme rang 
des vecteurs dont on fait la somme. 


Ce résultat se généraliserait pour plus de deux vecteurs. 


©) Coordonnées du produit d'un vecteur par un nombre réel. 

Ces calculs faits dans le cas de la somme de deux vecteurs montrent qu'ils sont analogues 
pour les dimensions 1, 2 et 3,au nombre des coordonnées près. Nous n'allons pas refaire, 
cette fois, les trois calculs séparément, mais faire la démonstration lorsque E est de 
dimension 3. Il suffirait de supprimer une ou deux coordonnées pour trouver les résultats 
dans le cas des dimensions 2 ou 1. 
Soit E un espace vectoriel de base (f, 
nombre réel quelconque. Le vecteur y appartient à E, donc il existe trois nombres réels 
x, y, z tels que p= xi + yj + zk. De méme, Xv appartient à E, donc il existe des nombres 
réels X, Y, Z tels que y — X1 + YJ + ZK. Or nous avons : 


Smalt e) = DT + QD + QD À 


À). Soit v un élément quelconque de E et un 


La décomposition du vecteur y dans la base (3, J, ) étant unique, nous en déduisons : 


Théorème. 
Une base étant choisie dans un espace vectoriel, les coordonnées du produit d'un 
vecteur v par un nombre réel à sont obtenues en multipliant par à les coordonnées de 
même rang de V. 


1. Soit E un espace vectoriel de base (1, 7). Trois vecteurs de E ont respectivement 
pour coordonnées : 


Vi 0349 — XCc25. 
Quelles sont les coordonnées du vecteur V = 2 V, — V, + 3V,? 
2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3, de base (F, 7, À). On donne trois vecteurs 
V, Vs V, de E par leurs coordonnées respectives : 
ÉD. Eh CR) 
Quelles sont les coordonnées des vecteurs : 
nti Ve VERS — Ve 2X, - Vt 


d) Isomorphisme de tout espace vectoriel de dimension 3 sur [R avec R x R x R. 


Théorème. 


Il existe un isomorphisme de tout espace vectoriel de dimension 3 sur IR avec l'espace 
vectoriel R x R x R. 


(On démontrerait la méme propriété pour les espaces vectoriels de dimension 1 et 2 
avec les espaces vectoriels IR et R x R. Plus généralement E de dimension n est iso- 
morphe à R”). 


Soit (i, 7, Š) une base de E. Tout vecteur v de E s'exprime de façon unique comme combi- 
naison linéaire de 7, J, k, » — xi + yj + zk. 

On peut donc définir une application f de E dans R x R x R par : 

f:iE—— Rx RXxR 
D —— (2. 

Cette application est injective puisqu'à deux éléments distincts de E correspondent des 
triplets distincts de R x IR x R. En effet, si l'on avait f (5) = /(), cela serait équi- 
valent à (x, y, z) = (x, y’, z'), ou encore à x = x', y = y’, z= z' et par suite y— V. 


Elle est surjective : tout triplet (x, y, z) est l'image par f du vecteur Y= xi + yj + zk; 
f est donc bijective. 
Démontrons que f est une application linéaire de E sur IR X R X IR. D'après les 


démonstrations des § 12.1 b) et c), nous avons, quels que soient yet Y de E et à de R : 
Y —— wna) 
y 5 e yz) 
E m a+r, y +y,z +z) 
Av i (Ax, Xy, Az). 


Nous avons donc quels que soient v et Y de E et à de R : 


16 + 9) 2 7/6) 1G) 

£63) = ar G). 
L'application f est donc linéaire; étant bijective, c'est un isomorphisme de E sur 
R x R x R (isomorphisme d'espaces vectoriels). 


REMARQUES y 
1. Il existe plusieurs isomorphismes définis de cette façon, chacun d'eux correspon- 
dant au choix d'une base dans E. z 
2. Dans une base donnée de E, les coordonnées d'un vecteur v pourront être notées 
sous forme d'un élément de R x R x R; par exemple, si v = xi + yj + zk, 
on pourra noter y sous la forme (x, y, 2). 


Pics ion 3 sur IR sont isomorphes. 

Démontrer que tous les espaces vectoriels de dimension 3 sur IR sont isomorphes. 

^ (On choisira une base dans E et une base dans E'; désignant par f (esp. f?) l'iomor- 

phisme ainsi défini de E (resp. E') sur R x IR x R, on montrera qu'il existe un 
isomorphisme 9 de E sur E'.) 


12. 2 CONDITION DE DÉPENDANCE LINÉAIRE DE DEUX VEOTEURS 


a) E de dimension 1. 


Deux vecteurs quelconques constituent toujours une partie liée puisque leur nombre 
dépasse la dimension de l'espace (cf. § 11.7 a Corollaire 1). Il n'y a donc aucune condition 
à imposer pour que deux vecteurs soient linéairement dépendants. 


b) E de dimension 2. 
Soit E muni de la base (i, j). 
Rappelons que, pour que les vecteurs Yy v, de E soient linéairement indépendants, il faut 
et il suffit que, quels que soient a, et «, réels on ait : 

lan + an = 0) — a = u = 9. 
Posons : 
5 = mi + nj. 
Va = ai + Val, 
quels que soient les nombres réels a, et « les relations suivantes sont équivalentes 
aj + aa = Ü, N rai 
a Gal nj) + où Gui H) = 0 
(2,3, + 0339) E + (43 + 099 j = 0, 


axı + 2% 0 (T 7) étant une base de E. 
p + aya = 0, 


Si (æ, 23) = (0,0), ce dernier système est vérifié. C'est l'unique solution de ce système 
si et seulement si on a (voir cours de Seconde) 


asai 
Fr 


Théorème. 
Quels que soient v, (xy, y1) et v, (x y;) de E, espace vectoriel de dimension 2 sur R. 
ona: 
UO) et Ge») A ox 
3 — [^^ . 
( linéairement indépendants yt 


Ce déterminant formé, en colonnes, avec les coordonnées des vecteurs y, et v, s'appelle 
« déterminant du couple de vecteurs (»,, v.) ». On peut le noter det (5,, s;) ; naturellement 
ce nombre réel, det (^, Ye), n'est déterminé que lorsqu'une base a été choisie dans E. 
On sait que toute équivalence logique (p <—> 4) est équivalente à 

(mong <—> nonp) 
(cf. $ 1.1 c) donc : 


Corollaire. 
Quels que soient v, (Xy yi) et V, (x, ya) de E, espace vectoriel de dimension 2 sur R. 
ona: 
Wy) et A OSA) “x 
< ^ ^|- 
( linéairement dépendants h = 


Ce dernier résultat est confirmé par un raisonnement direct, puisque dans ce cas, le 
axt axa = 0 


ayi ay 0 “émet d'autres solutions que (0, 0). 


système | 


EXEROIOES 
1. Dans E, espace vectoriel sur IR de base (1, 7), on donne V, (à, 1) et V, (9, 3). Pour 
quelles valeurs de À les vecteurs V;, V, constituent-ils une base de E? 


2. Dans IR x R, muni de la base (e, ej) où e, = (1, 0) et e, = (0, 1), on donne 


«4-(,3, b-(-1,2, c=(0,-4. lles des pai 
(esc) constituent des bases de R X RT 02.0 48 paies (a, Bh (bue), 


€) E de dimension 3. 


Soit E un espace vectoriel muni de la base (F, 7, È). Soient 5, et v, deux éléments de E. 
En utilisant le méme principe de démonstration que dans le cas de la dimension 2, 
exprimons, à l'aide des coordonnées (x, y, 3) et (xs, Ya z) des deux vecteurs, la 
condition « », + a4», = 0, nous avons : 
= xj ++ nk, 
a= ait y + ut. 
Quels que soient les vecteurs », et v, de E et quels que soient les nombres réels a et ag 
les relations suivantes sont équivalentes : 
an + an = 0, 
a sl + v + n) + a (ai + vaf a) = 
Gr Hax) d + (Yi + 09997 + Ga + 022) 


"8p + ee 3, K) étant une base de E. 


Gaz, + Gaz, 


[xim 


Le couple (0, 0) est toujours solution de ce dernier système. 

Les vecteurs v, et v, sont linéairement indépendants si et seulement si ce système admet 
pour unique solution ce couple (0, 0). Il faut et il suffit pour cela que (0, 0) soit l'unique 
solution de l'un des systémes formé par deux des équations du systéme, c'est-à-dire 
que l'un des déterminants associé à ces trois systémes soit différent de 0. 


Soit 6 E le tableau formé à l'aide des coordonnées des deux vecteurs Y, et va 


di 7] écrites en colonnes. 
à 
On peut en tirer les trois déterminants de la façon suivante (les coordonnées figurant 


dans chacun de ces déterminants sont écrites en rouge) : 


Xi Xa) 
»o» 
aon 
A Xs 
» o» 
Ces déterminants sont appelés déterminants extraits du tableau des coordonnées des 
vecteurs », et Va. 


| M de 
A % 


Théorème. 
Quels que soient les vecteurs v, et V, de E, espace vectoriel de dimension 3 sur IR, on a 
s FR ) /L'un au moins des déterminants extraits 
Up. a <= {du tableau des coordonnées de v, et Va 
[ria indépendants. ( dino 


En utilisant la loi logique rappelée plus haut et en se rappelant que la négation de « au 
moins un des trois nombres a, b, c est non nul » est «les trois nombres a, b, c sont nuls » 
nous obtenons le résultat suivant. 


Corollaire. 


Quels que soient les vecteurs v, et v, de E, espace vectoriel de dimension 3 sur IR 
ona 


Les trois déterminants extraits du 


uo 6 rie 
li dece Rd z) — (oe des coordonnées de f; et i) 


EXEMPLE 
Soit E = R x IR X R et, trois éléments de E : 
a=(21,—4, b-2(-4—28, c= (1,2,3). 
2, 1, — 4 représentent les coordonnées de a dans la base (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 
de méme pour b et c. 
Étudions la dépendance de ces éléments pris deux à deux. 


us 
Pour a et b, le tableau de leurs composantes est : ( 1 -= a} 
— 4 8 
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Les trois déterminants qui en sont extraits sont : 


2 -4l. gue 2 4 
l Zile (24 HEC E s|-* 
Ils sont tous les trois nuls, donc a et b sont dépendants. Il est évident d'ailleurs que 
b--—2a. 


led Ur 
Pour b et c, le tableau de leurs composantes est : (C 2 3} 


8 3 
L'un des déterminants extraits de ce tableau est : 


L | 
2 zl SE 
il n'est pas nul, donc b er c sont linéairement indépendants. 


2 1 
De méme pour a et c, le tableau de leurs composantes est : ( 4 j 


-4 3 
Le déterminant | HAE | 3 m'est pas nul; donc a et c sont linéairement indé- 


2 
pendants. 


12. 3 CONDITION DE DÉPENDANCE LINÉAIRE DE TROIS VECTEURS 


Si E est un espace vectoriel de dimension 1 et 2, trois vecteurs sont toujours linéairement 
dépendants. Nous n'étudierons donc que le cas où E est un espace vectoriel de dimen- 
sion 3 sur R. 


a) Soit (7, J, k) une base de E et trois vecteurs définis dans cette base à l'aide de leurs 
coordonnées : 


»-xb yj 4 zh, 

y 2x y + zk 

P= ad ya rl. 
Nous nous proposons de trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur 
les coordonnées de ces trois vecteurs, pour qi soient linéairement dépendants. 


Rappelons la définition de dépendance linéaire de trois vecteurs; il existe des nombres 
réels a, «', a" non tous nuls tels que : 


avt a'V + av — Ô. 


Supposons par exemple que « soit non nul; on peut écrire cette relation sous la forme 


$2-ty-ty, ou, pour simplifier Y = AV + uw, 


ps 


Cette dernière relation se traduit, à l’aide des coordonnées des vecteurs par : 


avec 


x —ÀAX ax, 
L Xy + uy", a) 
z — Az + uz". 


Donc, les trois vecteurs », , Ÿ sont linéairement dépendants si et seulement si l'un d'eux, 


par exemple Y, est combinaison linéaire des deux autres, ou encore, si ef seulement si 
le système (1) admet au moins une solution (à, y). 


b) Premier cas : Les vecteurs V et v' sont linéairement indépendants. 
x x^ 

Le tableau de leurs coordonnées est : È j 
MD 


L'un au moins des déterminants extraits de ce tableau est non nul ; par exemple 


Ce déterminant est le déterminant du système formé par les deux dernières équations 
de (1). On peut donc calculer à et u à l'aide du système 


XY cay —y 
bostes 
soit 
rer. 
"cir 


ez FA 


I 


IF 
zr 


r= 


Ce couple (à, p) est solution de (1) si et seulement si (à, p) vérifie la 17° équation de (1), 
ce qui donne la condition de compatibilité du système : 


yz" — zy! yz—zy 
s= rory” tyr ry 


qui peut encore s'écrire, puisque yz" — z'y" + 0 : 
xz —zy)—x 9z — y) + 02 — zy) =. @) 


Le premier membre de cette égalité (2) s'appelle déterminant du triplet de vecteurs (, v^, V). 
On le note : 


Det G, V, V) 


en écrivant en colonnes, entre deux traits verticaux, les coordonnées des trois vecteurs 
$, 7, V. Connaissant les trois vecteurs v, V, V^, le nombre réel det (5, V. V’) n'est déter- 
miné que si on a choisi une base dans E. Un tel déterminant est appelé déterminant du 
troisième ordre, les déterminants dont nous avons appris la définition en classe de Seconde 
étant désormais appelés déterminants du second ordre. 

Le développement indiqué au premier membre de (2) nous donne une règle de calcul 
de ce déterminant du 3° ordre : 


— le coefficient de x dans ce développement est obtenu en rayant, dans le déterminant 
la ligne et la colonne de x : 


9 
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Il reste en évidence (en rouge) le déterminant |7; 2, | qui est le coefficient de x 
dans le développement. 
— faisons de méme pour x’ : ji 

EE PAS 

z z z" 


qui est l'opposé du coefficient de x’ dans 


uh 
le développement écrit au premier membre de (2). 
— de méme pour x” : 


Il reste en évidence le déterminant | 5 


at 
315. p 
MEAS, cd 
Le déterminant |" 7; | obtenu est le coefficient de x’ dans le développement du 
déterminant. 
En résumé : 
x x x ; ; 
yc 5» ajy zarli zjar zh 
PETR 2 3 m 2 2 


Ce développement de det (7, Y, V") s'appelle développement suivant la première ligne. 


Transformation de la relation (2). Autre règle de calcul d'un déterminant du troisième 
ordre. 
Le premier membre de (2) peut s'écrire : 


det (y, V, V) = xyz" — xz'y' — xyz" + x'zy! + x'zy! — x"zy'. 


Nous allons mettre en évidence les coefficients de la première colonne de det (+, v, v): 
ce qui donne : 


det (5, v, V) = x O'z" — z'y) — yG'z' — xz) + z(xy' — xy) 

Quot rs x» 

2 2 zo y» 2 
Ce développement est appelé développement suivant la première colonne. On remarque 
qu'il s'obtient par le même procédé que le développement précédemment obtenu. 


= x 


EXERCICE 


Trouver les règles de développement d'un déterminant d'ordre 3 suivant chaque 
ligne et chaque colonne. 


Deuxième cas : Les vecteurs v' et y” sont linéairement dépendants. 


poe 
Dans ce cas tous les déterminants extraits du tableau ( y x) sont nuls, c'est-à-dire : 
» nm 
x PME 
Put D à 0 


D'après (3), le premier membre de (2) est nul, et comme dans le premier cas (y et y 
sont linéairement indépendants) on a : 
det G, V, y) = 0. 


d) Conclusion. 


L'annulation de det ($, v, y”) est une condition nécessaire et suffisante de dépendance 
linéaire des trois vecteurs puisqu'elle exprime, soit la compatibilité du système (1) si 
k : x [+o par exemple, soit la dépendance des deux vecteurs V et V), si tous ces 
déterminants d'ordre 2 sont nuls; d'où 


Théorème. 
Une base étant choisie dans E, espace vectoriel de dimension 3 sur IR, quels que soient 


les vecteurs V, V^, V” de Eon a: 
(v, V. V linéairement dépendants) «— det (v, V, V) = 0. 


En utilisant la règle logique rappelée plus haut on a : 
Corollaire. 

Une base étant choisie dans E, espace vectoriel de dimension 3 sur IR, quels que soient 

les vecteurs v, V', V" de E on 

(v, V. V^ linéairement indépendants) «— det (v, V, vi) # 0. 


Conséquence. Trois vecteurs Y, V, Ÿ de E étant donnés par leurs coordonnées relati- 
vement à une base B pour démontrer que (5, V, v/) est une base B' de E, il suffit de 
démontrer que det (5, V^, 3) est non mul. Dans ce cas (v, V, v) est une partie libre 
de E, qui a un nombre d'éléments égal à la dimension de E. Donc, c'est une base 
de E. (cf. $ 11.7 b). 


EXEMPLE 
Soit © l'espace vectoriel des trinômes à coefficients réels. Soit (Jo, fi fi) la base 
de T et telle que, pour tout x réel on ait : 

KG -4 AD=x f) 

Soit trois trinómes gy, a gs définis pour tout x réel pai 

&Q) -2x5 —x4, 

mo)- x x-3 

gy) = 3x — x4 5. 

Leurs coordonnées dans la base (fo, fi, fa) sont données par les triplets respectifs 

(4, — 1,2, (— 3,1, D, (5, — 1,3). Cherchons si (g1, g» #3) est une base de ©. 
Dans la base (fo, fi f) ona : 


at 


4 —3 3 
-1 1-1 
2 1 3 
paq PATES st 
1 id] 2 s5] 2| 
en développant suivant la I** ligne on obtient : 
de (Bo 89 = 4G---3(- 3-24. 5(-1- 27 —2. 


Les trinómes gy, gs; sont donc linéairement indépendants. Leur ensemble cons- 
titue donc une basé de ©. 


det (gy g» 83) 
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12. 4 CHANGEMENT DE BASE 


I s'agit de chercher quelles relations existent entre les coordonnées d'un vecteur dans 
deux bases différentes de E, quand on connait la relation entre ces bases. 


2) E de dimension 1. 


Soit (1) une base de E et (1, une autre base de E. Supposons que (7, } soit définie à 
partir de (1). Cela signifie que l'on connaît a tel que 

1 — ai. Q 
Soit y un vecteur quelconque de E. Il s'exprime dans chacune des bases par y— x7 


ou Y= x,,. En tenant compte de (1), Y= x, (ai) = (m,a) f et, par suite de l'unicité de 
la décomposition d'un vecteur dans une base on a : 


Il est donc simple d'exprimer la coordonnée de v dans la base donnée en fonction de sa 
coordonnée dans la nouvelle base (1, }. 


b) E de dimension 2. 


Soit (i, 7) une base de E, et (1, },) une autre base de E. Supposons que l'on connaisse les 


expressions de À, et J, dans la base (7, 7), c'est-à-dire quatre nombres réels a, b, c, d tels 
que : 


mal Hib), né jie 
A = ci + dj. 


Un vecteur v quelconque de E peut s'écrire dans chacune de ces bases : 


Q 


$2 xi tyje xl d ve 
En utilisant (2), nous en déduisons : 
$n (ai + bj) + pa (cË + dj) = (ax, + ey) + Qn + dg, 
puis, d’après l'unicité de la décomposition d'un vecteur dans une base : 


x 
y 


ax + © 
bx, + dy, 


Cette fois encore, ce sont les expressions des coordonnées (x, y) de v dans la base donnée 


que l'on obtient directement en fonction des coordonnées (x, ;) de » dans la nouvelle 
base. 


Dans 5$, espace vectoriel des binómes, les bases (e,, ej) et (f, fa) sont formées à 
l'aide des fonctions es, es, fi, f; définies pour tout x réel par 
&G)-x a= fG)-2x-3, h= -x+ 
On vérifiera que (ej, es) et (fi, fa) sont des bases de B. 
Soit g un élément de 5 défini, pour tout x réel par : g (x) = 4x — 5. Nous avons 


donc g = 4e, — 5 es, Nous nous proposons de trouver les coordonnées (X, Y) de 
g dans la base (fi, fa). On trouve successivement 


et =X} +Y} =X (2e +36) + Ye + e) 
=OX-Va+GX+ Ye 
Or g = 4e, — 5 ez; donc (X, Y) est solution du système : 
2Xx-Y 
3X+Y 


1-227 
c'est-à-dire (X, Y) — (- Ru :) 


Nous en déduisons g = — 3 fi — 25 ce qui peut étre vérifié à l'aide du 
calcul de g (x), pour tout x réel. 
EXERCIOE 


Soit E un espace vectoriel de base (i, 7) et soit (u, v) une autre base de E définie 
par 


= iA 
vecteur V quelconque de E a des coordonnées (x, y) dans la base (4, 7) qui sont 
pA Par les relations < x? — y = 4, Par quelle relation sont liées ses coordonnées 


(X, Y) dans la base (u, 5)? 


€) E de dimension 3. 
Étudions un exemple. 7 
Soit E un espace vectoriel de base (7, 7, k) et une autre base (i, 


palf 
j=j- À 
1, 231—) 44k. 


Ja a) de E, définie par : 


(On verra que (f, Jy, ka) ainsi définie constitue une base de E car dét (ñ, jy ka ^ 0)). 
Soit Y un vecteur quelconque de E. Dans chacune des deux bases ses décompositions 
sont : 
yo xi yj + À, 
$- Xl Yj} + Zh. 
D'où : P 
$j-xG-j2204YvGi-j-9-zGi-je4B. — 
—(Xa2Y43214 (-X4- Y — 2j QX — Y - 42. 
Tl résulte de l'unicité de la décomposition d'un vecteur dans une base donnée que : 
Fe Lt de EA 
Y=—X+Y—Z, 
z=2X— Y AZ. 


Plus généralement, si deux bases (i, 7, €) et G, Ja, ka) sont données dans E de telle sorte 
57 


58 


que (a, b, c), (a', b', c”), (a^, b", c") soient les coordonnées respectives de fy, Jy, k, dans 
la base (i, J, k), on vérifiera que les coordonnées (x, y, z) d'un vecteur » quelconque de E, 
dans la base (f, 7, À), sont liées aux coordonnées (X, Y, Z) du méme vecteur dans la base 
Cs Jo la) par : 

x = aX + a'Y + aZ, 


y = bX + b'Y + bZ, 
eX + C'Y + cz. 


II. Matrice d'une application linéaire 


EXEMPLES 


Exemple 1. 


Soit E un espace vectoriel sur IR de base (F, 7), et une application linéaire f de E dans 
lui-même telle que : 
(0) - 


10) «31 2j. 
Autrement dit nous nous donnons les images par f des vecteurs de base de E. Soit : 
$= xi -- yj un vecteur quelconque de E. Nous allons voir que f étant une application 
linéaire nous pouvons calculer f (5) connaissant seulement / (1) et /(7) ; nous avons en effet 
quel que soit Y de E : 
LG) — fii + y) 

x) - £67) 

= x) +G) 

= xj +y Gi 2j) 
16) 2 35i+ (x+ 2). 


Si l'on pose f (7) =W, les composantes x’, y’ de Ÿ dans la base (7, /) sont données par : 


| are ou encore E (men 
y —x-2y ly =1x+ 2y. 


(première propriété de linéarité) 
(seconde propriété de linéarité) 


On peut associer à cette application linéaire f, avec la base choisie (4, }), un tableau M (f) 
appelé « matrice associée à f », dont les colonnes sont formées par les coordonnées 


respectives de f (7) et / (7) dans la base (7, 7). 
vo-( 3 


On remarque que chaque ligne est formée par les coefficients respectifs de x et de y 
dans x = 0x + 3y et y' — 1 x - 2y. 
Ce tableau est mis entre parenthéses. 


b) Exemple 2. 


Soit W, un espace vectoriel sur IR de base (F, 7, k) et E le sous-espace vectoriel de Uy, 


Comme précédemment, nous pouvons déterminer l'image de v, élément quelconque 
de E, par f. On a successivement : 


1G) = (ai + vi) 
= 6D +16) 
=x) +Ü) 
x@+) ++ D] 
— Ge» xf yk. 


(premiére propriété de linéarité) 
(deuxiéme propriété de linéarité) 


Si l'on pose y = f(5)= x'i-- y j-- zk, ona : 


x-xt» x =1x+1y, 
Y=x, ou encore y =1x+0y, 
2 =y z = 0x + 1y. 
On peut encore associer à f avec les bases choisies respectivement dans E et U une 
matrice : 
eu 
M() = ( o): 
0 1 


Elle comprend deux colonnes qui sont formées des composantes de / (1) et /(7) dans la 
base de *U;. Elle comporte 3 lignes puisque la dimension de V, est égale à 3. On remarque 
aussi, dans cet exemple, que les lignes de M (f) correspondent aux coefficients de x et y 
dans les expressions de x’, y’ et 7'. 


c) Exemple 3. 


Soit © l'espace vectoriel des fonctions trinómes, applications de IR dans R, il est de 

dimension 3; choisissons pour base de © les trois fonctions numériques e;, es, e, définies, 

pour tout x réel, respectivement par 
eG) — x, 


«4G -—x a= 


Considérons aussi l'espace vectoriel B des fonctions binómes, applications de IR dans 
IR; B est un sous-espace vectoriel, de dimension 2, de G; nous pouvons prendre (es, ej) 
pour base de $B. 
A tout trinôme f, élément de ©, défini pour tout x par : 

f) — ax? + bx + c= ae, (x) + bes (x) + ces (2), 
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on peut associer le binôme f’, élément de B, défini pour tout x par : 
f'Q) — 2ax - b — 2aey (x) + bes (3). 
On définit ainsi une application d de G dans $ telle que : 
d:f— ae + be, + ces »—— 2 ae, + be, = 
On vérifie que d'est une application linéaire de '6 dans B, car quels que soient les trinômes 
fet g et le nombre réel à on a : 
d(- 8) — (-- 2) —f' + g'— d) dle), 
4 f) AY =f’ = dC). 
Si on pose f" (x) = a'x + b' pour tout x réel, c'est-à-dire f' = a'e, + b'es, par un calcul 
analogue aux précédents on voit que : 
{ja = 2a, { 2a+0b+0c, 
lp —b. lb —0a-4- 15-- 0c. 
On en déduit que M (d) matrice de l'application linéaire d, avec les bases choisies, est 
200 
M@= (0 i 
On vérifie bien que les colonnes sont les coordonnées sur la base (e;, es) respectivement de 
d(e)—2e, puisque ej(x)=2x (e, (= x?) 
d(ey) — e, = eG)-—1 (= x) 
4 (ey) = 0% E é$0)—0 (= 1). 


On constate que le nombre de colonnes est la dimension de ©, espace vectoriel de départ, 
et le nombre de lignes celle de B, espace vectoriel d'arrivée. 


ou encore 


d) Exemple 4. 


Rappelons qu'une forme linéaire f définie sur le plan vectoriel U, est une application 
linéaire de ce plan vectoriel dans IR, espace vectoriel sur lui-même. 
Une forme linéaire f définie sur W, est déterminée si l'on connait les images des 


vecteurs de la base (7, 7) de U, : /(7) = a, (5) = b, où a et b sont des nombres réels 
donnés. On a donc si (1) est choisi pour base de IR 


f8-ai 10)=61 
L'image d'un vecteur v quelconque de U, est définie par : 
IO) = fGi + vi) = i) +107) = G0) + rG) 
LG) = ax + by = (ax + by).1. 
La matrice associée à cette application linéaire avec les bases choisies est : 
M(Q)-( b). 


On peut faire, à son sujet, les mémes remarques que dans les trois exemples précédents, 
en ce qui concerne la composition de ses lignes, de ses colonnes, ainsi que leur nombre. 
On dit que l'on a obtenu une matrice uniligne. 


€) Exemple 5. 


Considérons une application linéaire f de IR, considéré comme espace vectoriel sur 
lui-même, dans l'espace vectoriel U, de dimension 3 sur R. 


Prenons (1) comme base de R et (7, j, k) comme base de V,. 
L'application linéaire f est définie par les trois nombres réels a, b, c tels que 


fq) = ai + Bj + ck. 
L'image f (x) de x € IR sera un vecteur x'1 + y// + z'k de U, défini par 
fG) = fx. D = xf() = x(ai + bj + c), 
= (ax)i + (69 + (k. 
On a donc : 


x 
y 
á 
A l'application linéaire f de IR dans U, nous pouvons associer, avec les bases choisies, 


la matrice 
ja 
M) = () 
ej 


on dit qu'une telle matrice est unicolonne. 


&XERCIOES ( 

1. Soit l'homothétie vectorielle de rapport à du plan vectoriel U, dans lui-même. 
Après avoir choisi une base (7, 7) de *U,, on indiquera la matrice associée à cette 
application linéaire. 

2. Soit le plan vectoriel U, de base (7, j). On considère la projection de V, sur la 
droite vectorielle A (7). Quelle est la matrice associée à cette application? Même 
question si l'on projette sur A (ÿ). "roe 
Même question si on projette U, sur A (u) où 4 = aŭ + B7 # Ô. 


Nous allons maintenant, conformément au programme, nous limiter aux matrices associées 
aux applications linéaires d'un espace vectoriel W, dans lui-même. 


12. 6 MATRICE ASSOCIÉE A UNE APPLICATION LINÉAIRE DE V, dans V, 


a) Détermination d'une application linéaire de U, dans *U,. 


Soit f une application linéaire de U, dans U, et (7, 7) une base de Us. 
Posons f (7) = i, et / (7) = J,. Pour tout vecteur v — xi + yj de Us, on aura : 
sO) = fGi + yj 
= f(x) + fj) (première propriété de linéarité) 
= xf (ï) + »f) (deuxième propriété de linéarité) 
16) = xh + rh w 


Réciproquement, étant donnés deux vecteurs quelconques f, et }, de Ug, cherchons s'il 
linéaire de U, dans V telle que f (7) = 1, et (5) = jn C, 7) étant 


existe une applica 
une base de Us. 
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Considérons l'application g de U, dans U, qui associe, à tout vecteur y — x1 + yj» 


le vecteur g (5) = xf, + yj 
On a d'abord : 


a) — i, 

26) —À 

Démontrons que g est linéaire. 

Soit Y = x'1 + y} un autre vecteur quelconque de *U,. On a g (7) = x, + y}, d'où : 
VY GG xg Y. 


(en prenant x — 1 et 
(en prenant x = Oet y = 1). 


et par conséquent : 
26 y) 2 Ga x4 6») 
= (kh + v2) + Gy) 
2G ey) S 6G) +86). [7 
La première propriété de linéarité est donc démontrée, D'autre part quels que soient 
^elRetvde VU, on a : 
Av = 03 14 0. 


265) 


d'où 
QD à + ON 
= à (+ yh) 
263 =a) o 


La seconde propriété de linéarité est aussi démontrée. 


Il existe donc au moins une application linéaire g de W, dans lui-même telle que 


s()-5h æ 50-5. 
Montrons qu'il n'en existe qu'une. Supposons qu'il en existe une autre 4. On aurait 
AG)—5, e G= 


et pour tout Y de Üg on a : 

AG) = a Gi + 5) 
xh G) + yh G) 
= xh + yj 


= 86). 


donc A= g. Concluons : 


Théoràme. 


Étant donnés deux vecteurs quelconques /, et /, de V, et une base (7, /) de Uy il existe 
une application linéaire unique f de U, dans V, telle que / (7) = 7, et (7) = 7. 


b) Matrice à 2 colonnes et 2 lignes. 
Nous venons de démontrer qu'une application linéaire f de Ù, dans lui-même est 
déterminée de manière unique dés que l'on connait les images 7, = (i) et j, — / C) 
des vecteurs de base. Posons 
sÜ) = à = ai + bj 


£0) == + à. 
Une base étant choisie dans V;, l'application linéaire f est donc déterminée par la 


donnée des quatre nombres a, b, c, d que l'on dispose sous forme d'un tableau appelé 
matrice et note 


On dit qu'une telle matrice est une matrice carrée à 2 colonnes et 2 lignes ou encore une 
matrice 2 X 2; on dit aussi que c'est une matrice carrée d'ordre 2. Sans que nous le 
répétions, sauf mention contraire, toutes les matrices considérées dans la suite seront de 
ce type. 


Définition. 


Étant donnés le plan vectoriel W, rapporté à une base (7, /) et l'application linéaire f 
de V, dans lui-même définie par 


=+ tG) =+} (bcodeR) 
la matrice ME = f j 
est appelée matrice associée à l'application linéaire f relativement à la base 
G D dev, 
REMARQUE 


Dans les exemples 2, 3, 4, 5 du $ 14.5 nous avons rencontré des matrices que l'on 
appelle pour des raisons évidentes des matrices rectangulaires. 


Une matrice à deux lignes et deux colonnes est un objet nouveau; nous dirons que deux 
telles matrices sont égales si et seulement si elles sont formées des mémes nombres réels 
situés respectivement à la même place; ainsi quels que soient les nombres réels a, b, c, d, 
a, b, c, d' 


Les nombres réels a, b, c, d sont appelés les coefficients de la matrice (on dit aussi les 
termes de la matrice). 
Les nombres disposés suivant les colonnes sont les coordonnées respectives des vecteurs 


fG) et fG) dans la base (i, j). 
Soit un élément » quelconque de Up, nous avons Y= x1 + yj, d'où 
10) = Gi - X] 
= Gi) 4 £63) 
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= 0 +G) 
x (ai + 6j) + y (cï + aj) 
(ax + cy) i + (bx + dy) j. 
Si on pose f (5) = xii + x,7, de l'égalité précédente, on tire : 

[user 

yi = bx + dy. 

Les remarques faites dans les exemples précédents sont confirmées dans le cas général : 
les lignes de la matrice sont constituées par les coefficients de x et y dans les expressions 
de x, et y, en fonction de x et y. 
Désignons par £ (Ù) l'ensemble des applications linéaires de l'espace vectoriel U, dans 
lui-même et par Jf; l'ensemble des matrices à deux colonnes et deux lignes et à coeffi- 
cients réels. Une base étant choisie dans Ù, nous définirons ainsi une application 


9:£ QU) — Hs 
qui à toute application linéaire f'€ £ (U,) associe une matrice M (f) € Mg. Nous allons 
étudier les propriétés de cette application de £ (U:) dans As. 


EXEROIOE 
On considère dans V, les deux vecteurs Ï = 7 + } et Ï = 1 — J vérifier que Ï et 
Ÿ forment une base de *U,. 
Calculer les coordonnées de /(I)et /(3) sur la base (i, 3) à l'aide de a, b, c, d 
(CD = di + bj, fG) = ci + dj). En déduire la matrice de f obtenue en 
utilisant la base (Ï, 3). 

L'exercice précédent montre que la matrice associée à f dépend naturellement de f mais 


aussi de la base choisie; en toute rigueur on devrait noter cette matrice M ( f, (7, 7). Sup- 
posant que dans chaque question une base à été choisie nous la noterons simplement M (f) 
par souci de simplification. 


€) Application linéaire associée à une matrice. 
8, 


élément de A, il est possible de définir une application linéaire f de U, dans U, en 
posant : 


Étant données une base (f, /) de U, et une matrice à 2 colonnes et 2 lignes (s E) 


f) = die Bio 

10) - iex. 
D'après le théorème du $ 12. 6 a, cette application linéaire existe et est unique. D’après 
la définition de la matrice associée à une application linéaire donnée au $ 12. 6. b, 
M= ( J ; c'est la matrice donnée. Une base étant choisie dans Ù, quelle que 


soit la matrice IH jj de A, l'équation 


B à 
E S 
xo-(; 3) 
où l'inconnue est f € £ (U;) a une solution unique. 
L'application 9 de £ (U;) dans J que nous avons définie est donc bijective. 


4) Conclusion. 
Nous pouvons résumer tous les résultats obtenus dans le théoréme suivant : 
Théorème. 


Soit U, un plan vectoriel sur R muni d'une base (7, 7) ; pour toute application linéaire 
f de V, dans lui-même définie par 


tG) =a f(-cded (@bcdeR) 
l'application PiL (US) — My 
f a e| 
g= B j 
est une bijection de £ (U,) sur Hs. 


En particulier e est injective, donc d’après la définition de l'égalité des matrices on peut 
énoncer : 
Corollaire. 


Pour que deux matrices soient égales, il faut et il suffit qu'elles soient associées, par 
rapport à une même base de Us, à la même application linéaire de U, dans V, 


12.7 PORTER DES MATRICES A DEUX COLONNES ET DEUX 


a) Définition et calcul de la matrice produit. 


On sait que si f et f’ sont deux applications linéaires de U, dans lui-même, fo f’ est une 
application linéaire; autrement dit, la composition des applications est une opération 
interne dans £ (90) (cf. § 11. 11). 
Cette propriété et la bijection ọ définie précédemment entre £ (W4) et AC, vont per- 
mettre, une base étant choisie dans *U;, de définir une loi de composition interne dans 
Ma appelée multiplication des matrices. 

a c 

(s a) 


Donnons-nous deux matrices 
(2 
b af 
Une base (7, j) de U, étant choisie, considérons les applications linéaires f et f” de Ug 
dans lui-méme telles que 
a c AAC cV 
w«o-(;  mm=(f à) 
Nous poserons par définition 


aq M(f) x MU) =M (fof) 


Pour avoir les coefficients de M (fo f") il suffit de déterminer les coordonnées de 
Con) e doro) 
sur la base choisie (i, }). Or nous avons : 
Gof) G) = (définition de fof) 
O= (um-( s) 
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d'où 
Cof’) (i) = ft + 65) 

= af (ï) + erG) (f est linéaire) 
-eGeu)eviied) (wo-(; 1) 
= (aa! + cb) i + (ba! + db). 

On aura de même (le lecteur est prié d'indiquer les propriétés permettant d'écrire chaque 

égalité) 

Gof) G) = ri + a5) 

= ef C) + arC) 

e (ai + bj) + d (i + dj) 

(ac! + ed) Ë + (be' + dd) J. 


On a donc 

e 6 W- e 'aa' + cb' 
en n ax à) (s +a 
Ainsi le produit de deux matrices 2 X 2 est une matrice 2 X 2. Autrement dit la définition 
(D nous permet de définir une loi interne dans AG, la multiplication des matrices 2 x 2, 
la régle de multiplication étant donnée par l'égalité II. 
Explicitons cette régle : 
L'élément aa' + cb' de la 17* ligne et de la 17° colonne de la matrice produit s'obtient 
à l'aide de la 17° ligne de M (f) — facteur de gauche — et de la 1** colonne de M (f) 
— facteur de droite — (On fait les produits des termes de méme rang de la 17° ligne 
de M (f) et de la 17* colonne de M (/") et on fait la somme des produits obtenus.) 
Plus généralement l'élément de la p° ligne et de la q* colonne de M (f) x M(f^,p et q 
étant égaux à 1 ou à 2, s'obtient à l'aide de la p* ligne de M (f) et de la q* colonne de 


M5. 
Les résultats sont indiqués dans la figure 1. 


ac! + cd" 
bc! + dd' 


Mff) CMT M (fof^) MU) my 


FEAT e oc es 
x 
. Ml . . 


M) MY 


pum x5 d 


fig. 1 


M (fof? 
e. 


u 
Vu 
7 
EF: 
Y 
M" 


Exercices 
1. Calculer : (s j x( 3) 
à 2 ah 
2. Calculer: [^ p x i zi 
4 3 2 3, 
REMARQUE 


Soit un vecteur Ÿ de Us, exprimé dans la base (1, J) par : ? = xi + yj. On peut 
disposer ses composantes sous forme d'un tableau, ou matrice 1 x 2, à 1 colonne 


. et 2 lignes : (BE on dit que c'est une matrice unicolonne associée au vecteur 


$ xb yj. 
Par définition quels que soient x, y, x', y 


Pii ae Ec 


On définit ainsi, une base étant choisie dans *U,, une bijection de U, sur l'ensemble 
des matrices 1 x 2. 
Si l'on considère une application linéaire f de U, dans lui-même telle que 
MN = [f j avec y = fG) = x + yj, nous avons démontré ($ 12.6) 
les formules : 

x = ax + oy 

y = bx + dy. 
On peut disposer ce résultat de la facon suivante : 


0-6 3«0-(:3) 
b al Cy) 7 Vx + dyl 
et convenir de dire que la matrice associée au vecteur V est le produit de la matrice 


M Cf) par la matrice associée au vecteur v. Ainsi le produit d'une matrice 2 x 2 
et d'une matrice 1 x 2 est une matrice 1 x 2. L'élément ax + cy de la 1"° ligne 
et de la 17° (et unique) colonne du produit s'obtient à l'aide de la 17e ligne de M (f) 


et de la 1re (et unique) colonne de la matrice associée à v; l'élément bx + dy de la 
2* ligne et de la 17° colonne du produit s'obtient de méme à l'aide de la 2e ligne 


de M (J)et de la première colonne de la matrice associée à v. 


b) Isomorphisme entre (£ (Ü:), o) et (AC, x). 
Dans l'égalité (T) ci-dessus fet f’ sont les applications linéaires associées respectivement 
à deux matrices quelconques de A, naturellement une base étant choisie. L'application o, 
qui associe M (f) à f, étant une bijection de £ (W) sur A, il en résulte que fet f" sont 
deux éléments quelconques de £ (U,). L'égalité (I) ci-dessus 
M(fof) - MU)Xx M) 
exprime donc que (£ (QU), o) et (A, x ) sont isomorphes. 


Théorème. 


Une base étant choisie dans V, l'application ẹ qui associe à tout élément f de £(U,) 
l'élément M (f) de A, est un isomorphisme de (t ('U,), o) sur (Js, X). 


Cet isomorphisme va nous permettre de démontrer immédiatement les propriétés de la 
multiplication dans As. 
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c) Propriétés de la multiplication des matrices 2 x 2. 


1. Associativité de la multiplication des matrices 2 X 2. 
Soit e l'isomorphisme défini précédemment de (£ (QU), o) sur (Js, X). Soient trois 
matrices quelconques de Mbs, que nous représenterons simplement par trois lettres 
majuscules A, B, C sans expliciter leurs coefficients. 
Puisque ọ est bijectif, il existe trois applications linéaires f, g, h de A dans lui-même 
telles que 9 (f) — A, 9()—B, 9(0)— C. 
Puisque 9 est un isomorphisme, nous avons : 
9[0og)of] — €(og) x €) 
= l0) x eG] X «0» 
—(CXB)xA; q 


elho(gof)) 7 «0) X e(o/) 
= e) x [s G) X e 001 
=Cx (Bx A) D 


En tenant compte de (1) et (2), du fait que o est bijective et de ce que la composition des 
applications est associative nous déduisons que puisque (40 g) o f= h o (g o f), alors : 
(CX B x A=C X (Bx A). G) 


L'égalité (3) étant vraie quelles que soient A, B, C, de AC, nous en concluons que la 
multiplication des matrices 2 X 2 est une loi interne associative. 


de même : 


EXERCICE 
3. Vérifier la propriété d'associativité avec 


1 - io 2) 1 0| 
a=( cj 3-6 = ef) 
2. Non commutativité de la multiplication des matrices 2 X 2. 
Nous savons que la composition des applications linéaires dans £ (Ù) n'est pas commu- 
tative (cf. § 11. 11 à). On peut donc en déduire, en utilisant l'isomorphisme +, que la 
multiplication des matrices (dans A6,) n'est pas commutative. A titre d'exercice exhibons 
un exemple où À X B B x A. 


z 10 o 1 
Soit A = ( i) "o y (n o): 
Calculons B X A et A X B. 
ON TE ONE 
BxA= (1 yx )-6 9 
rc (0/0: 0) eo 
Axs-(i ye oi 1) 
Nous constaterons que A x B  B X A. 


Puisqu'il existe deux matrices A et B telles que A x B + B X A, nous pouvons conclure 
que la multiplication des matrices n'est pas une opération commutative. 


EXERCICES 


4 soit a = (V z) a B (= ) 


Calculer A x B et B x A. 
re 1-2 

s Soit À = (3 j et B 
Calculer A X Bet B x A. 


3 Élément neutre de la multiplication des matrices 2 X 2. 
Dans l'ensemble £ (U:) l'application identique de Us, que nous noterons e est une 
application linéaire telle que, quel que soit fe £ (U:,) on ait (cf. 11. 11) 


foe—eof—f 4 


La matrice qui lui est associée par l'isomorphisme o est ( 1) que nous noterons Ig. 
Soit A une matrice quelconque de A, + étant une application bijective, il exi 
; pplication bijective, il existe f de 
£ CU) telle que o (f) — A. Or nous avons : 
(foe) (d’après (4) 
(e est un isomorphisme) 


De méme : 
9(eof) - 9()— A 


-—9(0x»e0) 
=LXA. 


(d'après (4) 
(9 est un isomorphisme) 


On a donc, pour tout A de A, 


AXhL-LXA-A. 


Nous savons (cf. cours de Seconde) que si dans (E, +) il y a un élément neutre il est 
unique. 
1 0 
La matrice I, = l 1) est donc l'élément neutre pour la multiplication des matrices dans 
Mbs; on l'appelle la matrice unité de As. 
EXEROIOE 
3 ja T0 
6. Soit A = (E 2 t h= iB 1) 
Calculer A X I, et I, x A et vérifier ainsi que I, est un élément neutre pour la mul- 
tiplication des matrices. 


Avant de chercher les matrices A telles qu'il existe une matrice A! vérifiant 
A X A'=A'X A=I, 


nous allons définir le déterminant d’une matrice. 


12.8 DÉTERMINANT D'UNE MATRICE 0 0 000000 
a) Définition. 


Lorsque l'on cherche le noyau N d'une application linéaire f de £ (Ü:), on détermine les 
vecteurs v de U, dont l'image par f est le vecteur nul de V;. Supposons que la matrice 


associée à f relativement à la base (7, 7) soit K 9); osons 


y— xi yj, I6) 5 m x vs. 


iz 
» 


On a (cf. 8 12. 6 b) 


ax + cy, 
bx + dy. 
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On a (5) — 0, si et seulement si (x, y) est solution du système : 


RIVE D 
bx + dy = 0 


Ce système admet toujours pour solution le couple (0, 0). C'est la seule solution si et 
P a c "T * l^, ur; 

seulement si le déterminant | f J est non nul. TI en admet une infinité d’autres si 

seulement si le déterminant est nul (cf. cours de Seconde). 

Le déterminant |; 3 qui est utilisé dans la caractérisation du noyau de / est appelé 


déterminant de la matrice ( | On écrira 


Cette étude nous permet de conclure : 


Théorème. = = 
L'application f étant une application linéaire de U, dans U, associée à la matrice 


[B d le noyau de f est égal à {6} si et seulement si 

a e| 

"PLI 
EL 2 me — — 


b) Déterminant du produit de deux matrices 2 X 2. 


Soient deux matrices 2 X 2 à coefficients réels 
a © T 2 
^-( à 4-6 a 


ac + ai 
bc! + dd', 


nous avons 
, (aa + cb 
A X A'= s + db! 

Nous allons montrer que det (A X A!) est le produit de 
= ad' — bc. 


ev 
5 g| = ad- be et ae a=|f, a 


detA =|; 


On a en effet 
det (A X A/) = (aa! + cb') (bc' + dd") — (ba' + db') (ac' + cd) 


= aa! bc! + aa'dd' + chb'bc' + cb'dd' — ba'ac' — ba'cd' — db'ac' — db'cd' 
= aa'dd' + cb'bc' — ba'cd' — db'ac' 

ad (ad'— b'c") — be (a'd' — b'c") 
= (ad — bc) (a'd' — b'c’). 


Donc ; 
det (A x A!) — det A X det A. 


Théorème. 


Le déterminant du produit de deux matrices 2 x 2 est égal au produit des détermi- 
nants de ces deux matrices. 


EXEROICE 1 
Soit A (i j wakali 3) 
Calculer A X B, B x A, det (A), det (B), det (A x B), det (B X A). 


€) Complément. Notion d'homomorphisme, 

Soit un ensemble E muni d'une loi T et un ensemble E' muni d'une loi T’; on appelle 
homomorphisme f de (E, T) dans (E', T) toute application f de E dans E' telle que 
(QG»eExE  feT»-/Q)T'fo). 

Nous savons que si f est bijective la bijection f est appelée isomorphisme de (E, T.) 

sur (E', T^) : un isomorphisme est donc un cas particulier d'homomorphisme. 

Par exemple la première propriété de linéarité d'une application linéaire f d'un 
espace vectoriel E dans un espace vectoriel E', montre que fest un homomorphisme 
de (E, +) dans (E', +). 

Le résultat du paragraphe b ci-dessus montre que l'application de J dans R 
définie pour toute matrice A de A, par 


A (— — det (A) 
est un homomorphisme de (Ms, x) dans (IR, x). 
Exercices 
2. Démontrer que l'homomorphisme A »——— det (A) n'est pas un isomorphisme 
(on cherchera un exemple où À + B et det (A) = det (B). 
3. L'homomorphisme A »— — det (A) est-il surjectif? 


12. 9 ISOMORPHISMES DE V, SUR *U,. MATRICES INVERSIBLES 


a) Isomorphisme de U, sur U, 
Soit f une application linéaire bijective de W, dans *U,. Nous savons que f est appelé 
isomorphisme de U, (cf. § 11. 11 b). 
Il a été démontré (cf. § 11. 11 b) que la bijection réciproque f-1 de fest un isomorphisme 
de V, sur V, et nous avons, dans £ (0) : 
fof? —fof—e a) 
en désignant par e l'application identique de U,. 


b) Matrices inversibles. 


Soit f un isomorphisme de Ù, sur lui-même. 

Considérons l’isomorphisme s de £ (V,) dans Ms, une base quelconque ayant été choisie 

dans Uz; f a une image 9 (f) = A et f-! a une image o (f~) que nous notons provisoire- 

ment A'. Nous avons : 
9(fof?) —s(0—1, (d'aprés (1)) 

re) Xe)  (e est un isomorphisme) 

A x A! @ 


9(70f)—s()—1, (d'aprés (1) 
—9(f3)X e(f) (e est un isomorphisme) 
—A'XA Q 
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Donc si A est la matrice associée à une application linéaire bijective de U, sur lui-même, 
il existe une matrice A! telle que 
A X A! — A! X A= ly 


Nous savons (cf. cours de Seconde) que si un élément est inversible dans (E, *), son 
inverse est unique; la matrice A associée à l'isomorphisme f est donc inversible, elle est 
appelée matrice inverse de A et se note A~}, notation que nous emploierons désormais. 
 Réciproquement, soit A une matrice inversible de A. Démontrons que A est la matrice 
associée à un isomorphisme f de ÙU, sur lui-même. 

La matrice A est inversible, il existe donc une matrice A~ telle que 


A X A = AUX A= 


ie 
A est l'image par o d'une application linéaire f de £ (U,) et A7! est l'image de f. On a : 
eof) = e(f) x ef) (9 est un isomorphisme) 
AX At 

-1h-9(), 
& étant une bijection, si g(fof'}= ẹ (e), alors fof' = e. 
On démontre de méme que : /'of— e. 
En résumé, fo f’ = f'o f= e, f est donc inversible dans £ (U) pour la composition 
des applications. Par suite f est bijective. Concluons : 
Pour toute application linéaire f de *U; dans lui-même les deux propriétés suivantes 
sont donc équivalentes : 


1. fest bijective, 
2. La matrice À associée à f relativement à une base quelconque de Ù est inversible. 


Cherchons une autre condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective. Soit 
(i, 7) une base quelconque de VU. 


Si la matrice associée à f est [f J et si l'on pose Y= x1 + y} et 
=)= xi +y, 
on a (cf. § 12.6 b) : 


Re 
y, = bx + dy. 


Nous pouvons calculer x et y de façon unique en fonction de x, et y, si et seulement si le 
déterminant de ce système est différent de zéro, c'est-à-dire si et seulement si 


de(s de 


Donc l'équation /(5) = », où Y est l'inconnue a une solution unique, c'est-à-dire f est 
bijective (cf. $ 2. 2 c) si et seulement si det A + 0; la propriété suivante est donc équi- 
valente aux propriétés 1 et 2 ci-dessus : 

3. La matrice À associée à f, relativement à une base quelconque, est telle que det (A) + 0. 


Au $ 12. 8 a, nous avons démontré que le noyau N d'une application linéaire f est (0) 
si et seulement si | 1 0. Nous en déduisons une propriété 4 équivalente aux pré- 


cédentes : 


4. Le noyau N de f est égal à $Ö]. 

Soit G Y) une base de Us. Étudions l'image de cette base par une application 

linéaire f. Cherchons à quelle condition cette image est aussi une base de U, 

Soit in = f (u), 9, = fG). Rappelons que (in, 3) est une base de U, si et seulement si 

ils 5, sont deux vecteurs linéairement indépendants, c'est-à-dire si l'égalité X4 + uy, — Ô 

implique à= p= 0. On a : ix 
Ji ed — MG) + uf G) = £03) + /(09) = f uy). 


Nous venons de voir que pour toute application linéaire f de U, dans U, les propriétés 
(1), f est bijective, et (4), le noyau de f est (0 sont équivalentes; donc quels que soient à 
et p on a, u et v formant une base de Up, 


Ms + uh = ö — fQGu uy) = 0 
> utum <> A= 


Nous venons donc d'établir une cinquiéme propriété équivalente aux précédentes : 
5. L'image par f d'une base est une base. 
-Résumons tous les résultats obtenus : 


Théorème. 


Pour toute application linéaire f de U, dans *U,, les cinq propriété: 
Gus " a q propriétés suivantes sont équi- 


1. L'application linéaire f est bijective. 

2. La matrice A associée à f dans une base quelconque est inversible. 
3. det (A) # 0. 
4. 
5, 


. Le noyau de f est (0). 
. L'image par f d'une base est une base. 


L'équivalence des propriétés (4) et (1) montre en particulier que si f est injective alors f 
est bijective. 
De même supposons f surjective; le système 
Í X = ax + cy, 
y, = bx + dy, 


où l'inconnue est (x, y), coordonnées de Y relativement à la base (7, 7), a au moins une 


solution quel que soit v, de coordonnées (xj, yı) par rapport à la même base. Or si 
det A — ad — bc — 0 on pourra trouver s nombres x;, y, tels que le système soit sans 


solution, il suffit d'avoir IB d #0 ou 


Fi # 0 (cf. cours de Seconde). 


Donc si f est surjective alors eu A x 0 et dE apris l'équivalence des propriétés 1 et 3, 
f est bijective. Concluons : 


Corollaire. 


Pour qu'une application linéaire f de *U, dans lui-même soit bijective il suffit qu'elle soit 
injective ou qu'elle soit surjective. 


"0 


€) Groupe linéaire du plan vectoriel. Groupe des matrices inversibles. 
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L'ensemble des applications linéaires bijectives du plan vectoriel U, sur lui-même, c’est- 
à-dire des isomorphismes de U, sur lui-même, est un groupe pour la composition des 
applications. En effet, dans cet ensemble, la composition des applications est une opéra- 
tion interne, associative, qui possède un élément neutre e, application identique de U», 
et telle que tout isomorphisme admet un isomorphisme réciproque. 

Ce groupe s'appelle groupe linéaire du plan vectoriel W ,.Ce groupe m'est pas commu- 
tatif. 

Par l'isomorphisme + de £ (U:) sur A, (cf. 8 12. 7 b) on a fait correspondre aux appli- 
cations linéaires bijectives, les matrices inversibles de A4. La multiplication des matrices 
est une opération interne dans l'ensemble des matrices inversibles, puisque si A et A' 
sont de telles matrices, A = 9 (f), A' = e (^) où f et f’ sont des applications linéaires 
bijectives on a : A x A' = 9 (fo f’); or fo f’ est une application linéaire bijective, donc 
A X A! est inversible. La multiplication des matrices est une opération associative, la 


1 0 
matrice unité (f 1l associée à e fait partie de l'ensemble des matrices inversibles et 


tout élément de cet ensemble admet un inverse par définition. L'ensemble des matrices 
inversibles est donc un groupe pour la multiplication des matrices. Ce groupe n'est pas 
commutatif. Il est isomorphe au groupe linéaire du plan vectoriel. Concluons : 


du plan vectoriel U, sur lui-même, muni de la compo- 
sition des applications, et l'ensemb'e des matrices 2 x 2 inversibles, muni multi- 
plication des matrices, sont des groupes isomorphes. 

Ces groupes ne sont pas commutatifs. 


EXERCICES 


Coordonnées, bases : 1 à 6. 

Produits de matrices : 7 à 8 et 17 à 26. 

Groupes de matrices : 9 à 16 et 33 à 35. 

Inverses de matrices : 27 à 30. 

Matrices transposées : 30 à 32. 

Applications linéaires : 36 à 45. 

Anneaux de matrices et espaces vectoriels de matrices : 46 à 53. 
Changement de base pour une application linéaire : 54. 
Forme bilinéaire : 55 à 56. 


Un espace vectoriel E est rapporté à une base (7, }, X). Relativement à cette base, trois vecteurs 
ont pour coordonnées : V, (+ 1, — 2, + 3), V (— 1, + 3, — 4), Vs (— 3, + 1, + 2). Quelles 
sont les coordonnées, par rapport à cette base, des vecteurs : 


Vere, XT TS 20-30 +40, d a e 


122 


123 


124 


125 
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Un espace vectoriel E est rapporté à une base B = (1, J, k}. Relativement à cette base, trois 

vecteurs sont donnés par leurs coordonnées : 

Démontrer que B' = (1, J, K} est une base de E. 

tis rad Ÿ a pour coordonnées, dans 9 : (+ 3, — 2, + 4). Quelles sont ses coordonnées 
lans 


i(-»-xM i(en-ReD £(-.-2-5 


Soit E un espace vectoriel de base 35 = È}, j}. Soit Ë et 3 deux vecteurs de E dont les coor- 
données, dans cette base, sont données par : 1 (+ 2, — 1), 3 (— 1, + 3). 
a) Démontrer que 8’ = (I, J} est une base de E. 


b) Un vecteur V a pour coordonnées, dans 9 : (— 7, + 5) 
Quelles sont ses coordonnées dans $$? 


€) Un vecteur V a pour coordonnées, dans 3 : (— 7, + 5). 
Quelles sont ses coordonnées dans 3? 


Dans E, espace vectoriel de base B = {, 7, À}, on considère les vecteurs : 
VES -23 VH2+1-4 V(H16-—1-0, 
a V0 9,9 — 9. 


L'ensemble (V,, V,, Vs, Va} est-il une partie génératrice de E? Quelles sont les parties libres 
qu'on peut extraire de cet ensemble? 


Soit quatre polynómes appartenant à ©, ensemble des trinômes définis par : 


fG)--—2x 3x 
fo)-5x—3, 
fo) -—3x-2, 
KG) — x*x xl 


Exprimer f, comme combinaison linéaire de fi, fs, fs. 
Dans l'ensemble & des fonctions trinômes définies sur IR, on considère E, = (1, / fa}, où 
Lis fas fa sont définies pour tout x réel par : 

h=, A= fRhQ-1 


Démontrer que E, est une base de ©. On l'appelle base canonique. Quelles sont les coordonnées 
de f, définie par : f(x) = ax? + bx + c, dans cette base? 


a) Le sous-ensemble E, = (g, gs 83} avec : 


£50 -2x—x43, 
$0) - x Fx—1, 
m) = —3x* 4x, 


est-il une partie liée ou libre de 6? Que peut-on en conclure? 
b) Le sous-ensemble E, = (/n, hi} avec 


h (x) 
ho) 


est-il une partie liée ou libre de 6? 
€) Le sous-ensemble E, = (£1, £s, h, la} est-il une partie génératrice de 6? 
= (£s £s, ha} est-il une base de 5? 


—x+3, 
#—5x+1, 


d) Le sous-ensemble E, 
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12.14 


12.15 


12.16 


Soit les matrices : A — 


[s sls 


Calculer AB et BA. 
pum 1 —7 edel wed 
Soit les matrices A 5 = B (e i em De | 


Calculer A (BC) et (AB) C, et vérifier ainsi, sur cet exemple, l'associativité de la multi; 
des matrices. 


On considère les matrices de la forme (ke À où a, b sont des nombres réels non nuls (on 


les appelle matrices diagonales). Démontrer que l'ensemble de ces matrices est un groupe pour 
la multiplication des matrices. 


On considére les matrices de la forme [s a où a, d sont des nombres réels quelconques 


non nuls, et c un nombre réel quelconque. (On les appelle matrices triangulaires). Démontrer 
que l'ensemble de ces matrices est un groupe pour la multiplication des matrices. 


On considère les matrices de la forme [E j où a, b, c, d sont des nombres réels tels que 


ad — bc = 1. L'ensemble de ces matrices est-il un groupe pour la multiplication des matrices? 


On considére les matrices de la forme (s A où a, b, d sont des nombres réels tels que 


ad — b? + 0. L'ensemble de ces matrices est-il un groupe pour la multiplication des matrices? 


Étudier l'ensemble des matrices de la forme jx " AL où a et b sont deux nombres réels 
non tous deux nuls, pour l'opération multiplication des matrices. 


On considère l'ensemble des matrices de la forme : l 3) où a est un nombre réel 


quelconque. Démontrer que cet ensemble est un groupe abélien pour la multiplication des 
matrices. Démontrer que ce groupe est isomorphe au groupe additif des nombres réels. 


On considère les matrices de la forme : f “1 où a est un nombre réel non nul quelconque. 


Démontrer que cet ensemble de matrices est un groupe abélien pour la multiplication des 
matrices. 
Démontrer que ce groupe est isomorphe au groupe multiplicatif des nombres réels non nuls. 


a) On considère les matrices de la forme : [f MI où a est un nombre réel non nul quelconque. 


Démontrer que l'ensemble E de ces matrices est un groupe abélien pour la multiplication des 
matrices. Démontrer qu'il est isomorphe au groupe multiplicatif des nombres réels non nuls. 


b) Démontrer que E est isomorphe au groupe (H, o) des homothéties vectorielles de *U, muni 
de la composition des applications. 


a 3 z 
c) Trouver l'ensemble des matrices de M ( B Fi qui permutent avec toutes les matrices 


[5 j ides 


1217 
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12.19 


12.20 


12.21 
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12.23 


1224 


1225* 


12.26* 


Démontrer que l'ensemble obtenu est un corps commutatif pour l'addition et la multiplication 
des matrices, isomorphe à (R, +, x). 
(On posera, par définition : 

a c), je ĝa a + a Dd 

b d * W d] cv d-d' 


Si A est une matrice 2 x 2 inversible et B une matrice 2 x 2 quelconque, montrer que : 
A x B = A x C =—> B= C 
BxA=Cx A => B= C 


(on dit que A est régulière). 


MS in 
Soit la matrice A — à m | Calculer A*, A*, ..; en déduire A", pour toute 
ONE: 
valeur entière positive de n. 
sl 
Soit la matrice A = 3 $ , [| Calculer At, A”, At, „u. Si nest un entier positif, 
2 * 


calculer A", 


Soit A = ( = P Calculer A*, A3, A*, AS et plus généralement A" (distinguer 4 cas). 


Soit A = Ih i} Calculer A?, A*. Si n est un entier positif, on suppose que : 


(D a= (o jV Calculer A**1, En déduire alors que : 


seen g- 


et que finalement, on a bien (1) quel que soit l'entier positif » (ce raisonnement s'appelle un 
raisonnement par récurrence). Peut-on établir un isomorphisme entre cet ensemble de ma- 
trices muni de la multiplication et un ensemble connu? 


So AU ( i) Calculer A?, A?, et plus généralement A" (raisonner par récurrence). 


On dit qu'une matrice 2 X 2, B, commute avec une matrice 2 x 2, A, s 
Trouver toutes les matrices 2 X 2 qui commutent avec : 


"T 


AXB-BXA. 


Démontrer que si une matrice 2 X 2, B, commute avec une matrice 2 x 2, A, B^ commute 
avec A", quels que soient les entiers positifs n et p (B? est le produit de p matrices égales à B, 
A est le produit de n matrices égales à A). 


Trouver les matrices 2 x 2, A, telles que A X A — I (I désigne la matrice unité). 


Débeminer l'ensemble des matricos f 3j A telles que: A X A = A. 
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12.33 


12.35 
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Soit la matrice A ( 3) Calculer A3. 


Soit la matrice E j = A, telle que det (A) # 0. Calculer A-3, 


Si A et B sont deux matrices 2 x 2 inversibles, quelle est l'inverse de A x B? 


Soit deux matrices carrées A et B à 2 lignes et 2 colonnes, vérifiant : 
| B.A—0. 
OA Bao 
a) Calculer C? où C = A.B. 
b) La matrice A peut-elle être inversible? Même question pour B. 
©) Donner des exemples de matrices A, B vérifiant (D. 


On considère l'application f de R x IR x IR dans R X IR, qui, à tout triplet (xy, xy, x3) 
fait correspondre le couple (x,, x4). Démontrer que f est une application linéaire surjective 
et non injective de R x IR x IR dans R x R, 

On considère l'application g de R x IR dans R x R X IR, qui, à tout couple (xy, xy) de 
R x R, fait correspondre le triplet (xı xs, 0) de R x IR x IR. Démontrer que g est une 
appli injective, non surjective de R x IR. dans R x R x R. 

Trouver le noyau et l'image de f et de g. 


Soit A = [p AE on appelle iransposée de A, qu'on note ‘A, la matrice 'A = ( À 
telle que, si p et q sont égaux à 1 ou 2, le terme de la pè ligne et de la qe colonne de l'un est 
égal au terme de la q* ligne et de la pe colonne de l'autre. 

a) Calculer det ('A). Qu'en concluez-vous? 

b) Montrer que ‘(AB) = 'B'A. 

€) Montrer que si A est inversible, ‘A est aussi inversible et (*A)-* = '(A71). 


4) On considére l'ensemble E des matrices : 
1 0 EN TT. 2 [71 € -1 0 
| b 1} a-h = »-[. i es[-e ci 
Former la table de multiplication de cet ensemble muni de la multiplication des matrices. 
Que peut-on dire de (E, x)? 
b) Dans un plan P, on donne deux droites X et Y, perpendiculaires en O. On note respective- 
ment x, y, o les symétries par rapport à X, Y, O, et e l'application identique de P. Onconsidère 


dans l'ensemble F — (e, x, y, o) l'opération « composition des applications ». Faire la table 
de composition de cet ensemble. Que peut-on dire de (F, o)? 


€) Démontrer qu'on peut définir simplement un isomorphisme de (E, x) dans (F, o). 


Même exercice avec : G = (I, A’, B', C'}, où : 


alaaa tbe "quest 


; s 01 o — 
a) Soit les matrices A = [esr 5) De ( ) 


Quel est le plus petit ensemble E de matrices, contenant A et B tel que la multiplication 
une opération interne dans E? Pour cela, on formera les produits A x B, B x A, et. 


.et 
au fur et à mesure que l'on obtiendra des éléments nouveaux, on complétera la table de multi- 


plication de E. Que peut-on dire de (E, x)? 


1236 


1237 


12.38 


12.39 


b) On considére un carré M N P Q de centre O, et les quatre applications du carré sur lui- 
méme définies de la facon suivante : 

e est l'identité, 

f. est la rotation d'un quart de tour autour de O dans un sens; 

g est la rotation d'un quart de tour autour de O en sens contraire, 

h est la symétrie par rapport à O (ou la rotation d’un demi-tour autour de O). 
Soit F — (e, f, g, h) et, dans cet ensemble, la composition des applications. Faire la table de 
composition dans F. Que peut-on dire de (F, 0)? 

©) Montrer qu'on peut définir simplement un isomorphisme de (E, x) dans (F, o). 


Dans l'ensemble IR x IR, on considère le sous-ensemble : 
E-(40 2, (-1 3) 
On pose : a= (l, 2), b=(—1, 3. 
a) Démontrer que E est une base de R x IR. 
b) On définit dans R x IR une application linéaire 9 par : 
P@=a=G, — 1)  ẹ(b) = b, = (2, 1). 
Quelles sont les coordonnées de a, et de b, dans la base E? Quelle est la matrice de 9 dans 
cette base? 
c) Existe-t-il dans R x R des éléments tels que 9 (v) = kv (k €R)? 


Dans l'ensemble B des binômes, on considère le sous-ensemble E = {/, fa} où / et f sont 
définies pour tout x réel par : 
f@=5x—1, 

a) Démontrer que E est une base de $. 

b) On définit dans 3$ une application linéaire 9 par : 
eU)-7£&. Sn où mnG)-xtl 

Quelles sont les coordonnées de g, et g, dans la base E? Quelle est la matrice de ọ dans cette. 

base? 

©) Existe-t-il dans 3 des éléments autres que le polynôme identiquement nul tels que : 

e)-kf (kem) 
Si oui, les déterminer, et choisir parmi eux une base (i, j} de B. Indiquer la matrice de 9 par 
rapport à cette base. 


RG = —4xd. 


A0 =3x-1 


Le plan vectoriel U, étant rapporté à une base (1, J), soit f l'application linéaire de W, dans 
*U, de matrice A $52 


j 
1. On appelle vecteur propre de f tout vecteur y dont l'image est de la forme : 
a [6-39 QER) 


La recherche des vecteurs y vérifiant (1) revient à la résolution d'un système de deux équations 
du 1er degré d'inconnues les coordonnées x et y de v. Ce système admet des solutions autres 
que (0, 0) si son déterminant est nul. 

Trouver les valeurs de À qui annulent ce déterminant. 

Montrer que l'ensemble des vecteurs propres de f est formé de deux droites vectorielles dis- 
tinctes. 

2. En prenant pour nouvelle base (Ï, Ï), Ï étant un vecteur non nul de l'une des deux droites 
vectorielles précédentes et J un vecteur non nul de l'autre droite vectorielle, trouver la matrice 
A! de f dans cette nouvelle base. 


Mémes questions si A — IE e j Quelle est l'application f? 
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12.44* 
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ET 
Mêmes questions si À ( RE j Quelle est l'application f? 


Dans IR x IR, on considère le sous-ensemble E = (a, b} où a = (— 2, 3)et b — (1, — 2). 
a) Démontrer que E est une base de R x R. 
b) On définit dans R x IR une application linéaire 9 par : 

9?9)-a-(. 0), s0-5-Q, 2. 
Quelles sont les coordonnées de a, et b, dans la base E? Quelle est la matrice associée à o dans 
la base E? Quel est le noyau N de 9? Quelle est la dimension de (I. X IR)? 
c) On choisit un élément c de N et on lui adjoint un élément d de R x R de telle sorte que 


(c, d} soit une base de R x IR (par exemple, on montrera qu'on peut choisir d = a). 
Quelle est la matrice de e dans la base (c, a)? 


Dans l'ensemble 3 des fonctions binómes définies sur R, on considère le sous-ensemble 
E = (f, g), où fet g sont deux fonctions définies, pour tout x réel par : 

f) —x 4, 

g)-3x—1. 
à) Démontrer que E est une base de 3. 

b) On définit dans # une application linéaire + telle que : p (f) = fy, ) = où t 
sont les fonctions définies pour tout x réel par : PURE es 
fh@=5x+1, 

BG) = 2x —4. 
Quelles sont les coordonnées de f; et de g, dans la base E? 
Quelle est la matrice associée à 9 dans la base E? 
Quel est le noyau de 9? Que peut-on en conclure? Comment peut-on le vérifier? 
© On prend comme nouvelle base de $ l'ensemble F — (/, j} où ï et j sont les fonctions 
définies pour tout x réel par : 


10 =x,  j@O=1 


Exprimer i et j dans la base E. Quels sont les transformés de i et j par æ? Quelle est la matrice 
de 9 dans la base F? 


Soit © l'ensemble des fonctions trinómes définies sur R, On considère E = 
sous-ensemble de ©, où f, g, h, sont trois fonctions définies pour tout x réel par 


S. g, h} un 


fox x, 
g(x)-Tx-l, 
h(x) =x. 


a) Démontrer que E est une base de 6. 
b) On considère l'application linéaire ẹ définie par : 


eU)-—f.  e(G)-—£4 PH) = AM, avec, pour tout x réel : 
fh@=2x+x+1, 
no) -—x-3xt2, 
hQ)- 2x43. 


Quelle est la matrice de + dans la base E? 
c) On choisit comme base de © la base ( i, j, k} où i, j, k sont les fonctions définies pour tout x 
réel par : 

ig)-L jWw=x k=. 


Quelle est la matrice de 9 par rapport à cette nouvelle base? 


Soit E-(xeRIx—a--bV/2; aeQ, be Qj. 
a) Montrer que E muni de l'addition des réels et de la multiplication par des éléments de Q 
est un espace vectoriel sur Q. Vérifier que e; — 1 et e, = 4/2forment une base de E. 


b) On considère E comme contenu dans IR. Vérifier que E est stable pour la multiplication 
dans R. Montrer que tout élément non nul de E est inversible pour cette multiplication. On 
remarquera que (a + b 4/2) (a — b 4/2) € Q. En déduire que E est un corps. 
€) Soit x, = «+ B VŽ EE, x, fixe et u l'application de E dans E définie par : 

u(x) = xx. 
1. Vérifier que u est une application linéaire de l'espace vectoriel E sur Q dans lui-même. 
2. Écrire la matrice de u dans la base (ey, es}. 


1245** Soit E l'ensemble des fonctions polynómes de degré inférieur ou égal à 2, à coefficients réels. 
a) Montrer qu'on peut définir sur E une structure d'espace vectoriel sur IR et que les fonc- 
tions polynômes Ps, P}, P, définies pour tout x réel par : 

B.-L PBMGex BG 


constituent une base de E. 
5) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les coefficients de trois fonctions 
polynómes de E pour que ces trois polynómes soient linéairement indépendants. 
€) Pour à et y réels donnés et P € E, soit q, u l'application de E dans E définie par : 
quu iP e HNP H Qux + 1 P 
P' et P” désignant respectivement les fonctions dérivées première et seconde de P. 
1. Démontrer que Pa, , est une application linéaire de E dans E. 
2. Déterminer la matrice Ay, représentant l'application ga, lorsque E est rapporté à la 
base (Po, Py, Pa}. 
3. Déterminer le noyau de h, et discuter sa dimension, suivant les valeurs de à et p. 


Sujets d'étude. 


1246** 1. Soit £ (Wa, *U;) l'ensemble des applications linéaires du plan vectoriel U, dans lui-même 
muni des deux opérations suivantes : 
addition : f et g étant deux éléments quelconques de £ (Us, V3), f+ g est l'application qui 
associe à tout vecteur de V, le vecteur /(») + g G). 
multiplication par un scalaire à de R : f étant un élément quelconque de £ (Us, *Uj) et À un 
nombre réel quelconque, 2 est l'application qui associe à tout vecteur y de U, le vecteur 
X(G) = 763). 
Montrer que £ (V+, *U;) muni de ces deux opérations est un espace vectoriel sur IR. 
2. Montrer que l'ensemble (£ (Us, ,); +, o) muni de l'addition précédente et de la loi de 
composition des applications notée o est un anneau unitaire. 
3. Soit M, l'ensemble des matrices 2 x 2 muni des deux opérations suivantes : addition : 
si A et B sont les matrices associées respectivement à deux éléments fet g de £ (Va, Us), 
la somme des matrices A et B qu'on note A + B est la matrice associée à f+ g. multipli- 
cation par un scalaire à de R : Si A est la matrice associée à un élément f de £ (Us, *U;) et à un 
nombre réel quelconque, le produit de A par à qu'on note ^A est la matrice associée à àf. 
Comment obtient-on les coefficients de A -- B? de XA? 
Montrer que A, muni de ces deux opérations est un espace vectoriel sur IR isomorphe à 


l'espace vectoriel de la 17* question. 
0 0| 
E b 1) 
forment une base de l'espace vectoriel des matrices 2 X 2. 
4. Montrer que l'ensemble (A; +, x) muni de l'addition et de la multiplication des 
matrices 2 x 2 est un anneau unitaire isomorphe à (£ (Uz, Ua); +, o). 


De Due qe ER A i nes e 


5. Calculer [s 4 x (E a) avec a # 0 et B # 0. Qu'en concluez-vous? 


12.47 Dans l'ensemble A, des matrices à deux lignes et deux colonnes, à coefficients réels, on 
léfini 


12.48 
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une addition par : 
a e |e e) [aa e+e) 
G 3) e“ Ü 5 z (un d 4-4 
une multiplication par un nombre réel quelconque par : 
n (z ee i Ae) T 
b d) Ab Ad) 


Démontrer que, pour ces deux opérations, A, est un espace vectoriel sur R, et que (Ma +, x ) 
est un anneau unitaire. 


Li aJ Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et 5 tels 


que : A? = aA + bL, où I, désigne la matrice unité. 


Soit la matrice A — 


Même exercice avec : A = (s , H j 
Soit A l'ensemble des matrices : | 
T sc » 
RS ( 5y "nd | 


où x et y sont des nombres réels quelconques. 
a) Calculer la somme et le produit de deux matrices M (x, y) et M’ (x, y') et montrer que 
l'addition et la multiplication de ces matrices définissent deux lois internes sur A (voir exer- 
cice 47). 
b) 1. x et y étant réels, u et v étant réels tels que u* < v, montrer que le nombre 
x? + 2 uxy + vy? est nul si et seulement si x = y = 0. 
2. Montrer que .& est un sous-anneau de l'anneau des matrices carrées d'ordre 2, (voir 
ex. 47) et que A est un corps commutatif. 
c) Étudier de la méme facon l'ensemble des matrices : 
BOLA x » 

MG RTT zi) 
où a et b sont deux nombres réels donnés, où b + 0 et où x et y sont des nombres réels quel- 
conques. 


Dans Mg, on appelle matrice transposée de A = h E ce Hiro A ( ) 
On appelle matrice symétrique A, une matrice telle que : 


‘A A. 
Soit $, leur ensemble. 
On appelle matrice antisymétrique A, une matrice telle que : 
A=—A. 

Soit 4 leur ensemble. 
a) Aprés avoir indiqué la forme générale des matrices de $, et 4, on démontrera que $ et 
4, sont des sous-espaces vectoriels de Mg. 
b) On démontrera que A, = 8,+ 4. On vérifera que $n 4 — ile MIE On en 
déduira que : 

Ma = 894. 
(Voir ex. 11.38 à 45). 


12.52** On considère l'ensemble A des matrices carrées d'ordre 2 de la forme : 


1» 
A, = 1 } 
(4 d 
où À est un nombre réel non nul. 

1 0) 
On pose 1= (o i) 


a) Montrer que, si A} et A, sont deux éléments de A, on a : Aj . Ay = Au - An si, et seule- 
ment si, À = p. 

Montrer que Àj - Ag + Ay : A = KO, u) I, où k Q, p) est un nombre réel. Montrer que 
k Qu) = 0 si, et seulement si, À = p. Que dire de A5f? Calculer (Ay + Ay)? 

b) Pour tout entier n > 1, établir l'égalité : 


(A + Ar" = (— 1) 


Montrer que la matrice (A + Ax)?" ne dépend pas de À. 
€) Montrer que toute matrice carrée A, d'ordre 2, et telle que A? = 0, a l'une des formes 


Ey E503 eas 


b 
12.53 On désigne par E l'ensemble des matrices de la forme A = ( j a et b étant deux 


nombres réels quelconques. À "n" 1 

1: Montrer que l'ensemble E muni de l'addition et de la multiplication par un scalaire f. 
E 1 

problème 47) est un espace vectoriel sur /R et que les matrices I = is je = i À 


forment une base de E. M 

2. Montrer que l'ensemble (E, +, x) des matrices précédentes muni de l'addition et de la 
multiplication des matrices 2 X 2 est un anneau commutatif unitaire. 

3. Calculer J^ et A" (n entier positif) en fonction de I et J (on calculera A^ = (al + bJ)" par la 
formule du binóme de Newton). 


12.54** Le plan vectoriel W, étant rapporté à une base (7, }), soit / l'application linéaire de U, 


dans V, de matrice A = ( 3 


Un vecteur quelconque » de matrice NI a pour image 
AG) = 5, de matrice 6 AS e) Soit une autre base (Ï, J) aveci = 0 + 9 
et  Ÿ= yi + 3j la matrice P = ( i s'appelle la matrice de passage de la base (1, 7) 
à la base (Ï, 3). W, étant rapporté à la nouvelle base (Ï, 3), ÿ a pour matrice [n et 
pour matrice (Vi). 

1. Calculer les coordonnées x et y de v au moyen de X et Y. En déduire que 

() =Px e et de méme 6 -Px x 
2. Démontrer que K) = (P-1AP) x "E Quelle est la matrice A! associée à f relative- 


ment à la base (1, 3)? 
3. Vérifier la formule donnant A’ sur les exemples des problèmes 38, 39, 40, 41, 42, 43. 
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1255 ‘U, est le plan vectoriel sur IR dans lequel on a défini deux opérations : l'addition notée + et 


1256 


la multiplication par un nombre réel. 
On définit une application de U, x V, dans R possédant les propriétés suivantes : 


pour tous éléments v,, Ya vi, # de Up, et pour tout nombre réel à : 


@ 96, Ve X) = eG, 9) + 6 G 5), 
@ 905 5) Xe (a v] 

o 9G. + 3) = eL y) + o Ga 9). 
[7] 9G, x) q Gr»). 


a) Soit », un vecteur donné de *U,. Démontrer que l'application ọ, 1V, ++ R telle que 
qı G) = e Go Y) est une application linéaire de ^J, dans R, et que l'application o, : 
V, —— IR telle que ga (+) = o (s, t) est aussi une application linéaire de V, dans R. 
L'application q de U, x U, dans IR s'appelle, pour cette raison, forme bilinéaire. 

b) Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

© Wev) 0, =0, 

© evd ev) 96,7) = — 26,5). 

Pour passer de (5) à (6) on calculera o (v + v, v + V). 

Toute forme bilinéaire possédant l'une des propriétés (5) ou (6) est appelée forme bilinéaire 
alternée. 

€) On suppose que est une forme bilinéaire alternée. Soit (7, 7) une base de Ug et Y (x, y), 
V (^, y’) deux vecteurs dont les coordonnées sont données dans cette base. Calculer (v, i) 
en fonction de o (1, 7) et des coordonnées de y et Y. 

d) Démontrer que si les propriétés (1), (2), (6) sont vérifiées, alors (3) et (4) le sont aussi. 

€) Soit E l'ensemble des formes bilinéaires alternées définies sur *U, X Va, muni de l'addition 


des fonctions et de la multiplication par un scalaire réel. Démontrer que E est un espace 
vectoriel sur IR, de dimension 1. En indiquer une base. 


On étudiera cet exercice après avoir traité le 12.55. Soit W, le plan vectoriel sur R rapporté 
à une base (7, }). On considère l'application o de W, x U, dans R qui, à tout couple de 
vecteurs (5, v) de coordonnées (x, y) et (v^, y’) associe le nombre 

x x 

ptt. 

a) Démontrer que o est une forme bilinéaire alternée. Que vaut (7, )? 


69) = x - xy -| 


b) Soit (I, J) une autre base de Us. Les vecteurs v et y' ont pour coordonnées, dans cette base, 
respectivement (X, Y) et (X^, Y’). On considère l'application de V, x V, dans R qui à 


tout couple de vecteurs (5, v) associe le nombre réel (5, 7) = XY’ — X'Y. 
Démontrer que 9G, v) = 9.3) x 0G, 7). 


© Soit 4 le sous-ensemble de V, x V, contenant uniquement les bases de Vz. 


On définit dans 3 une relation binaire R ; si (7i, 5) et (7,, v;) désignent deux couples for- 
mant des bases : 


GR GE) a— eG) x eG,» 6 
Démontrer que R est une relation d'équivalence. Définir simplement chaque classe d'équi- 
valence. Comparer les classes des couples suivants : 


„n 6069. C1-3, 013.6 D, 
GX) où eR, (RAÏ + uj) où peR, et eR. 
Les classes dépendent-elles de la base choisie initialement dans V? 
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L'espace affine 


Ce chapitre n'est pas au programme de la section D. 


Dans ce chapitre nous introduisons la notion d'espace affine E, associé à l'espace 
vectoriel Wy, de dimension trois sur IR.. Un point O étant choisi dans E, la définition 
et l'utilisation de la bijection 9y qui à tout point de M de E associe le vecteur OM 
permettent de définir et d'étudier les droites et plans affines de E à partir des 
droites et plans vectoriels de W}. 

On trouve ainsi, dans la section I, toutes les propriétés classiques des droites et plans 
de E : position relative, intersection, parallélisme, etc... L'étude des projections 
parallèles, des translations, des homothéties et des symétries centrales terminent 
cette première partie. 

Dans la section II, on introduit un repère cartésien (Ô, 1, j, k) de l'espace affine E. 
en choisissant un point O dans E et une base (1, }, k) dans *U. Un point M de E est 
alors défini par le triplet (x, y, z) de ses coordonnées, un plan ou une droite par la ou 
les relations existant entre les coordonnées de leurs points. Ces relations, équations 
cartésiennes ef représentations paramétriques permettent de traiter par le calcul 
les problèmes qui ont été envisagés de manière « géométrique » dans la section I. 


I. Étude géométrique de l'espace affine 


13.1 ESPACE AFFINE ASSOCIÉ A UN ESPACE VECTORIEL 


a) Définition et premières propriétés. 


Définition. 
Soit E un ensemble d'éléments appelés points, V un espace vectoriel sur R et une 
application de E x E dans V possédant les propriétés suivantes : 
1. Quels que soient A, B, C de E on a: 

® (A, B) + ® (B, C) = ® (A, C) 
2. Quel que soit A de E et quel que soit v de V, l'équation ® (A, M) = Ÿ admet 


une solution unique M dans E. # 
On dit que (E, V, ®) est un espace affine associé à l'espace vectori 


v. 


L'application ® étant choisie, nous noterons simplement E l'espace affine considéré — 
C'est un abus de notation. 
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Quel que soit E, espace affine associé à V, on dit que l’espace vectoriel V est associé à 
l'espace affine E. 


Si l’image par ® du bi-point (M, N) est notée ® (M, N) = MN, la propriété (1) s'écrit : 

AB + BÓ — AC, 
et l'équation Q) : 

AM =). 

De la seconde propriété, nous pouvons tirer les conséquences suivantes : 
L'application ® est surjective puisque, quel que soit v € V, on peut toujours choisir A et 
déterminer M tel que ® (A, M) = v. 
L'application ® n'est pas injective en effet, A et B étant donnés distincts, quel que soit y 


de V, les équations 9 (A, M) = et ® (B, N) = y admettent chacune une solution; or 
on a (A, M) < (B, N) puisque A £ B. 

Le point O étant un point quelconque donné de E, considérons l'application o de E 
dans V : 


$90:B — V 
qui, à tout point M de E associe : 
$= po (M) — OM. 
Cette application eq est bijective puisque, v étant donné dans V, po (M) = v équivaut à 
OM = 5, et, d’après (2), M existe et est unique. 


L'espace affine E peut donc être associé d'une infinité de façons à l'espace vectoriel V. 
par des bijections telles que 9o, O étant un point quelconque, fixé, de E. 


La bijection réciproque 99-! de V sur E associe à tout vecteur y de V un point M de E : 
M=) telqu | 0M — 

Cette bijection réciproque nous permettra d'associer à toute propriété des vecteurs 

de l'espace vectoriel V une propriété des points de l'espace affine E. 

b) Conséquences de la définition. 

1. Dans (1), remplaçons B et C par A; nous obtenons : 
AÂ+AÂ = AA, d'où  AÂ— 0. 

Réciproquement, l'équation AB = 0, où A est un point donné de E, admet une solution 


unique d'aprés (2). 
B — A est solution. C'est donc la seule. Concluons : 


3. Quels que soient A et B ona 


de E 
AB- 


2. Comparons AB et BA. 
D'après (1): AB + BÅ = AÅ = 0. 


BÄ est donc l'opposé de AB dans V. Par suite : 


4. Quels que soient A et B de E on a : 


BÅ = — AB. 
3. La relation (1): AB + BC = AC peut s'écrire : 
AB + BÓ + CÀ — AC + CÀ, 
soit : 
AB + BC + CÀ — 0, 
ou encore 


On l'appelle : relation de Chasles. 


EXERCICE 
Soit V un espace vectoriel sur IR, et l'application ® de V x V dans V définie par : 
oG, =% -i 
Démontrer que V peut être considéré comme un espace affine associé à l'espace 
vectoriel V. 


€) Espaces affines associés respectivement à *U;, Us, Vy. 
Si V est un espace vectoriel sur IR de dimension n, on dit que tout espace affine associé 
à V est un espace affine de dimension n. 
Lorsque n= 1, on pose V — *U, et E — D, D s'appelle une droite affine, ou espace 
affine de dimension 1. 
Lorsque n = 2, on pose V = V, et E = P, P s'appelle un plan affine, ou espace affine 
de dimension 2. 
Lorsque n = 3, on pose V = U, E est l'espace affine de dimension 3; désormais dans 
ce cours où, d'après le programme, n < 3, lorsque nous parlerons d'espace affine, sans 
autre précision, il s'agira de l'espace affine de dimension 3. 
Les propriétés des espaces affines de dimension 1 ou 2 ont été étudiées en classe de 
Seconde. Nous allons étudier maintenant l'espace affine E, c'est-à-dire, d'aprés la conven- 
tion ci-dessus, l'espace affine de dimension 3. 


4) Définition de l'équipollence des bi-points de l'espace. 
L'application de E x E sur V, n'étant pas injective, il est possible de définir dans 
E X E une relation binaire R, de la façon suivante : 
Quels que soient les bi-points (A, B) et (C, D) de E x E on pose : 
9 (A, B)R(C, D) «—- AË = CD. 
Cette relation est une relation d'équivalence puisqu'elle possède les propriétés de l'éga- 
lité dans U. On la nomme équipollence des bi-points de E. 
Si (A, B) est équipollent à (C, D) on a AB — CD d'où : 
AČ = AB + BC = CD + BÓ = BC + CD = BD 


donc (A, C) est équipollent à (B, D). 
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13.2 DROITES ET PLANS DE L'ESPACE AFFINE 


On démontrerait de même que (B, A) est équipollent à (D, C) et (C, A) à (D, B). Con- 
cluons : 


Théoràme. 


Quels que soient les points A, B, C, D de l'espace affine E les propriétés suivantes sont 
équivalentes. 


1. (A, B) est équipollent à (C, D), 
2. (AC) » » (B, D), 


3. (B, A) » » «D, C), 
4. (C, A) » » (D, B). 
REMARQUE 


L'ensemble-quotient est tel qu'il existe une bijection de (E x E)/R sur Us : à la 
classe du bi-point (A, B), on peut associer AB. Pour simplifier, on identifie cette 


classe avec AB lui-même et on pose (E X E)/R = U, ensemble des vecteurs 
de l'espace. 


a) Sous-espaces affines d'un espace affine. 
Soit d'une manière générale V un espace vectoriel sur IR et E un espace affine associé à V. 
Considérons un sous-espace vectoriel V' de V. 
Choisissons un point A dans E et désignons par E' l'image de V’ par la Buet 93 de 


V sur E (cf. $ 13. 1 a); E' est l'ensemble des points M de E tels que 97! (M) = s, » étant 
un vecteur quelconque de V' c'est-à-dire : 


E' = (MeE | AMeV' . 


Remarquons tout de suite que A appartient à E', en effet AÅ = 0 e V’, 

Nous allons montrer que E' est un espace affine associé à V'; c'est donc une partie de E 
contenant le point A et munie d'une structure d'espace affine; on dit que E' est un sous- 
espace affine de E passant par A. 


Voici la démonstration que l'on pourra omettre en première lecture. Soient deux 
points quelconques M et N de E’, on a : 


MN = AN — AM e V'; 
d'autre part quel que soit y de V', d'après la définition de E', il existe M de E' tel 


que AM = v; donc l'image par 9 (cf $ 13. 1 a) de E' x E' est le sous-espace vectoriel 
V' de V; considérons l'application 


Q:EXE LÀ v 
définie quels que soient M et N de E' par 

9' (M, N) = 0 M, N); 
cette application D vérifie, quels que soient P, Q, R de E' 
a» D’ (P, Q) + D’ (Q, R) = D’ (P, R) 
puisque D vérifie cette relation. 
Soit d'autre part v un vecteur quelconque de V', l'équation ® (A, M) a une solution 
unique M dans E; or d'après la définition de E', ce point ME, car 
© (A, M) = AM = ye V’. Donc ® (A, M) = à" (A, M) et l'équation ®' (A, M) = v 
a une solution unique dans E'. Montrons enfin que cette propriété est vraie si 


l'on remplace A par un point quelconque B de E'. En effet AB e V’ et la relation 
AM — AB -- BM 
montre que, quel que soit M de E', on a 
Mev <—> BMe V, 
donc on a aussi 
- (MeE|BMe v, 
et par conséquent on démontrerait comme ci-dessus que l'équation 
DBM =», 
(ve v’) a une solution unique dans E'. 
On a donc pour ®’ application de E' x E' dans V’ : 


QU) Quels que soient A de E! et ÿ de V' l'équation ® (A, M) = v a une solution 
unique dans E'. 
Les relations (1^) et (2!) montrent bien que E' est un espace affine associé à V'. 


Il y a un seul sous-espace affine associé à V = V c'est E tout entier. 
Les sous-espaces affines associés à V' = (0) sont les singletons de E : {A}, . . . (M), ..-. 
Les sous-espaces affines associés à V' sous-espace vectoriel propre de V sont appelés 


sous-espaces affines propres de E. 
Dans le cas de V = U, les sous-espaces vectoriels propres de U sont de dimension 1 


` ou 2( cf. § 11.8) les sous-espaces affines propres de l'espace affine E sont donc des droites 


b) 


affines et des plans affines (cf. $ 13. 1 c). 


Droites affines de E. 
Soit A (7) une droite vectorielle de Uy, le vecteur directeur i est un vecteur quelconque 
non nul de cette droite vectorielle. L'ensemble des vecteurs de A (4) sont de la forme 
F= ku où k est un nombre réel quelconque. 

La droite affine associée à A (4), à partir d'un point A fixé de E, est l'image de A (4) par . 
la bijection gx! (cf. $ 13. 1 a); c'est l'ensemble des points M de E tels que AM c A (u), 
on la note D (A, 4); elle passe par A (car AA = 0 e A (x). 

On dit que D (A, u) passe par A et admet 4 vecteur directeur. 


REMARQUE 
1. Le couple (A, 4) est un repère cartésien de la droite affine D (A, 4). Soit B un poi 
quelconque fixé de D (A, u), alors AB eA (ù); la relation AM = AB + B 
montre que, quel que soit M de E on a : 
AMeA() <—> BMeA(); 


donc D (A, à) = D (B, 4), ce qui correspond à un changement d'origine du repère 
de la droite affine D. 


D'autre part l'application de IR dans A (u) définie par : 
kb où v-—kKu 
et l'application de A (4) dans D (A, 4) définie par : 
ÿi— M où AM-» 
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sont des bijections; par conséquent il en est de méme de leur composée, application de R 
dans D (A, u) définie par : 


kr M où AM-KE. 
Si on choisit une origine O dans l'espace affine E on a : 

ov — OÁ-r- AM, ou encore : 
a) OM = OÅ + ku. 


L'égalité (1) définit encore une bijection de IR. sur D (A, 4) : 


Théorème et définition. 
Étant donné un point quelconque fixé O de l'espace affine E, l'application de IR dans 
la droite D passant par A et de vecteur directeur & définie par : 

Kk.——.M où OM -OÀ 4 ku 
est une bijection de IR sur D. 
Cette bijection est appelée représentation paramétrique de la droite D passant par 
A et de vecteur directeur d. 


Toutes les propriétés démontrées en classe de Seconde et concernant la droite affine sont 
applicables à ces droites affines de E. En particulier : 


Quels que soient A et B de E, distincts, il existe une droite unique contenant A et B. 


Indiquons une représentation paramétrique d'une telle droite que nous noterons D (A, B), 
ou plus simplement (AB). 


D (A, B) = D (A, AB) puisque AB désigne un vecteur directeur de (AB). Par suite, pour 
tout point M de (AB), il existe un nombre réel k tel que : 


AM = KAB, 
ou OM = OÀ + KAB, 
soit OM = OÀ + «(08 — OA), 
ou encore : 
Q OM = (1 — k) OÀ + kOB. 


L'application k — M où OM 


(1 — k) DÂ + k OB est une bijection de R 
sur (AB). C'est une représentation p. 


métrique de la droite D = (AB). 


EXERCICE 


1. Démontrer que les points A, B, C sont alignés, c'est-à-dire appartiennent à une 
même droite affine si et seulement si AB et AC sont linéairement dépendants. 


Demi-droites. Segments. 
Comme dans le plan affine, la bijection de R sur D (A, 4) définie par : 
k.— M où AM=ku 


permet, à partir de l'ordre total défini sur IR, de définir un ordre total sur D. Choisissons 


sur D l'ordre total tel que la bijection k !—— M soit strictement croissante. Le point À 
détermine sur D deux demi-droites fermées opposées, d'origine A, D, et D_ et deux 
demi-droites ouvertes opposées, d'origine A, D? et D*, définies comme suit : 
(MeD|k > 0), 

(MeD|Xk«0), 

(MeDIKk 0), 

(MeD|& «0). 


Si B est un point quelconque de D (A, u) distinct de A, D peut être définie par A et le 
vecteur AB. Pour tout point M de D, il existe un nombre réel unique à tel que : 

AM = 1AB. 
Le point A a pour paramètre à = 0, et le point B a pour paramètre à = 1. Les segments 
ouvert JA, B[ et fermé [A, B] sont définis par : 


JA, B[ MEeDI0<2<I} 
(A4, B]= {MEeD|0<2<1}. 


REMARQUE 
2. Si O est un point quelconque de l'espace affine E 
OM = OÀ + AM. 
On a, par exemple pour tout point M de [A, B] : 
OM -(—3)0À--30B, ave elo, 1]. 


3. Ensembles convexes de l'espace affine. 


Définition. = 
On dit qu'un ensemble F de l'espace affine E est convexe si et seulement si : 

ou bien F est vide, k 

ou bien, pour tout couple (A, B) de points de F, le segment [A, B] est inclus dans F. 


Une droite, une demi-droite, un segment sont des ensembles convexes. 


ExEROICE 
2. Démontrer que l'intersection de deux sous-ensembles convexes de E est convexe 
(cf. cours de Seconde, la démonstration est la même que dans le plan affine). 
©) Plans affines de E. 
Soit = (à, 4) un plan vectoriel, sous-espace vectoriel de dimension 2 de Uş, les vecteurs 
n, s, linéairement indépendants, constituent une base de x C, i). 
L'ensemble des vecteurs de x (A, i) sont de la forme 
$ = kilh + kali 
où k; et kẹ sont deux nombres réels quelconques. 


Le plan affine associé à x (i, i1), à partir d'un point A fixé de E est l'image de x Gi de) 
par la bijection gx (cf. $13. 1 a); c'est l'ensemble des points M de E tels que 


"AM e n (in, 14); on le note P (A, à); ce plan affine contient A car AÅ — € x (s, in). 
On dit que P (A, ï, i) passe par A et admet ių et i pour vecteurs directeurs. 
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REMARQUE 


3. Le triplet (A, 4, t) est un repère cartésien de P (A, i4, i). Soit B un point quel- — | 


conque de P (A, i, i), alors AB € = (44, i4); la relation AM = AB + BMmontre 
que quel que soit M de E on a : 


AMez(uu) <—> BM enr (in); 
donc P (A, in, u) = P (B, i, w), ce qui correspond à un changement d'origine 
dans le plan affine P. 
D'autre part l'application de R x IR dans = (44, 1) définie par 


kok) —— » où — Y — kin + Kis 


et l'application de 7 (4, i4) dans P (A, i, i) définie par 
Vi M où AM-, 
sont des bijections; par conséquent il en est de méme de leur composée, application de 
R x R dans P (A, /4, u) définie par 
kok) —M où AM = fia + Ks. 
Si on choisit une origine O dans l'espace affine E on a : 
OM — OA + AM, ou encore : 
G) OM = OÀ + kj + kyt 
L'égalité (3) définit une bijection de IR x IR sur P (A, 4, &) : 
Théorème et définition. 
Étant donné un point quelconque fixé O de l'espace affine E, l'application de R x IR 
dans le plan P passant par A et de vecteurs directeurs i, et t définie par : 
(kuk) mM où OÙ = OR + kü, + kin 
est une bijection de IR x IR sur P. 
Cette bijection est appelée représentation paramétrique du plan P passant par A 
et de vecteurs directeurs t et Us 


Soit trois points A, B, C de E, non alignés, c'est-à-dire tels que les vecteurs AB et AC 
soient linéairement indépendants (cf $ 13. 2 b, exercice 1). 


Par A, B, C, il passe le plan P (A, AB, AC). Démontrons que c'est le seul plan passant 
par ces trois points. 


Soit P' (A, 4, i) un autre plan passant par A, B, C. 
Aet Bétant deux points de P’, (AB, à, iJ est une partie liée de V, ; de méme (AC, és}. 
D’après les résultats démontrés au chapitre 11, = (4 14) = = (AB, AC) et, par 
suite, P (A, AB, AC) = P' (A, i, 12). 

Théorème. 


Quels que soient les points non alignés A, B, C de l'espace affine E, il existe un plan 
unique contenant A, B et C. 


On pourra noter (ABC) ce plan. 


Cherchons une représentation paramétrique d'un plan défini par trois points A, B, C non 
alignés. 
Comme nous venons de le démontrer : 
P(A, B, C) — P(A, AB, AC). 
Par suite, pour tout point M de P (A, B, C), il existe un couple unique (ki, ka) de IR. X R 
tel que : 
AM = AB + AC, 


ou encore 
OM = OÅ + k, (OB — OA) + k, (OČ — OA), 

ou enfin : es 

[5] OM = (1 — k, — k) OÅ + k OB + OC. 


“application (ku kı) m M où OM = (1 — kı — K) OÀ + kı OB + ka OC 
nei d e EUR P AC) C sel re TEMESI pare ES 
du plan P = (ABC). 


Donnons enfin une définition : 


Définition. - - 
Une partie F de l'espace affine E est dite plane s'il existe un plan P tel que F soit une. 
partie de P; on dit alors que les points de F sont coplanaires. 

————————————— 


Par exemple, une droite, une demi-droite, un segment sont des figures planes de E. 


EXERCICE 


3. Démontrer que les points A, B, C, D sont coplanaires si et seulement si AB, AC, AD 
sont linéairement dépendants. 


d) Demi-espaces définis par un plan P. 
Soit un plan affine P (A, i, i). Le plan vectoriel s (i4, i) est un sous-espace vectoriel 
propre de Vy. e 
Donc, il existe un vecteur y de Vg tel que (4, i, Y) soit une base de Y, (cf § 11. 10), 
et par suite, (A, i, i, v) est un repère de E. Il en résulte que tout point M de E est tel 
qu'il existe un triplet (ki, Ks, k) unique de R x R x fR tel que : 
AM = ky + Kis + KY. 
Définition. 
L'ensemble des points M de 


pace affine E définis par 

AM = Kus + kaia + kv, 
avec ku ka réels quelconques et k réel strictement positif (resp. strictement 
négatif) est appelé demi-espace ouvert E, (resp. E,) de frontière P (A, ün, ú). 


Si B c E, on notera E, = JP, B). I | 
L'ensemble {E}, E», P) est une partition de E, ce que l'on vérifiera facilement. 
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Le sous-ensemble de E égal à E, U P — E; — [P, B) s'appelle demi-espace fermé de fron- 
tière P (A, i, i). 
On posera de même : E; = E, U P, qui est aussi un demi-espace fermé de frontière P. 
EXEROIOE 
4. Déterminer les ensembles : 
En Ep E nE, EnE, E uE, Eju E, E UE, E— E, E—E!. 
Propriétés des demi-espaces. 


1. Soit M' et M" deux points d'un méme demi-espace ouvert de frontière P (E, par exem- 
ple). On a donc, avec les notations ci-dessus (fig. 1). 


AM = kiin + kila + kọ avec KO, 
AM’ = kiu, + ka Hk avec  k>0. 


E M" 


fig. 
E; 


Soit N un point quelconque de [M', M']. On a (8 13. 2 b 2) : 
AN -—(1—3)AM --AAM", ave — Ae[01l 
On en déduit, en tenant compte des hypothéses, que : 
AN = ain + Bl + y, 
où « et B sont des nombres réels quelconques et où 
Y-0—2E + AR. 


Les nombres (1 — 3) et à sont des nombres réels positifs, non simultanément nuls, &' 


et K sont strictement positifs : donc iti i 
: donc y est un nombre réel strictement positif. Par suit 
N € E,. Concluons : 4 ý 


Théorème. 
Un demi-espace ouvert de E est un sous-ensemble convexe de E. 


EXEROIOE 
5. Étendre la démonstration précédente à un demi-espace fermé de frontiére P. 
Considérons maintenant deux points M' et M", l'un situé dans E,, l'autre dans E, (fig. 2). 
Soit, par exemple : M' € E,, M” € E. Nous avons donc : 
AM = kju, + int Kv, avec kK>0, 
AM? = kiu, + kim +k ave Kx) 


E 


7 
fig. 2 x E 


En effectuant le méme calcul que précédemment pour un point N quelconque de 
[M', M”), nous trouvons que : 


AN = ai, + Biy + (E — DK + AK. | 
Cherchons s'il existe un point N situé dans P. Si ce point N existe, c'est que 
AN e x (à, às), et puisque v ¢ m (in, ių), nous devons avoir :(1 — 3) K' + à k" = 0, 
soit 2 (K — K) = E. 


Le nombre K' — k” est strictement positif, d'après les hypothèses ; on en déduit 


Par suite, le nombre à trouvé est strictement compris entre 0 et 1. 
Il existe donc un point unique de [M', M"] qui appartient à P. 


Théoràme. 


Étant donnés les demi-espaces ouverts E,, E, de frontière P, pour tout segment [M', M"] 
tel que M’ e E, et M" € E, le segment [M', M"] et le plan P ont en commun un point 
unique. 


13.3 POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET DE PLANS 


a) Position relative d'une droite et d'un plan. 


Soit un plan P passant par A et de vecteurs directeurs ių et i, et une droite D passant 


par B et de vecteur directeur à. 
Pour tout point M de P, il existe un couple de réels (ki, ką) tel que : 


AM = Kyu, + kylig. 


Pour tout point N de D, il existe un nombre réel k tel que : 
BN = Ku. 
Deux cas peuvent se présenter : 
Premier cas : (u,, itp, u est une partie libre. 
C'est une base de Us. Alors, il existe æ, B, y tels que : 
AÈ = ain tem tyu et A(Gü)nr( u) = 0) (après cf. $ 11.9). 
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fig. 3 


On a donc (fig. 3) : 
AN — AB + BN 
= aih + Bl + yu + Ku 
= aln + Bis + (y + k) i. 
Le point N de D appartient à P si et seulement si AN € x (in, 4), donc si et seulement si 
Y+ K 0 (puisque A() n = (ia, i) = (9)). 


Il existe donc un seul point I de D situé dans P; il est défini par Bl — — yz. 


Deuxième cas : |in, us, 2} est une partie liée. 
Onaalors: A(u) c zhu, m) (ef. $ 11.9). 


Il existe dans U, un vecteur V tel que | ia, s, v | soit une base de U,. Dans cette 
base, AB = ai ++ Bis + yv. 


D'oà AN = («in + Bia + Y) + Ki, 
soit : AN = (ain + Bi + ku) + yv. 
Puisque AG) € s Cin, n), ai + Bin + Kuer (n, i). 


a) Si v 5E 0, yvr (us, u) et par suite ANéz (a, 4). 
Donc aucun point N de D n'appartient à P. Dn P= Ø. 
On dit que D et P sont strictement parallèles (fig. 4). 


b) Si y = 0, y? = 0, donc, quel que soit k réel, AN € x (in, i) et par suite, tout point N 
de D appartient à P. Donc D C P (fig. 5). 

Interprétons ces résultats : 

— si y = 0, AB = alų + Bi donc BeP. 


— si y Æ 0, ABéz(u, m), donc BéP. 
En résumé : 


Étant donnés un plan P (A, à, 4) et une droite D (B, V) : nous avons les résultats 
consignés dans le tableau suivant : 


Grii) Sen 
partie libre 


D et P sécants 


DetP 
DnP-£ 

D est strictement 
parallàle à P 


parallèles 


Conséquence. Supposons qu'une droite D ait deux points communs avec un plan P. Nous 
venons de voir que trois cas seulement sont possibles : D N P= Ø, Dn P= {I}, 
D C P. Les deux premiers cas sont incompatibles avec l'hypothèse, donc D est contenue 
dans le plan P. Concluons : 


Théoràme. ———— — —— 
Si une droite a deux points dans un plan, elle est toute entière contenue dans ce plan. 
aaeeeo 


b) Position relative de deux droites de E. 


Soit une droite D passant par A et de vecteur directeur à, et une droite D' passant par B 


et de vecteur directeur if. 
Pour tout point M de D, il existe un nombre réel k tel que : 


AM = ku. 
Pour tout point N de D’, il existe un nombre réel K' tel que : 
EN = Kw. 
Nous allons étudier les pointscommunsà D et D' en cherchant si un point N de D' appar- 
tient à D, c'est-à-dire si AN appartient à A (7). 
Deux cas peuvent se présenter : 
Premier cas : (u, w') est une partie libre de Ug. 
Alors, il existe un vecteur y de V, tel que (u, w, Y) soit une base de Us, et des nombres 


réels a, 8, y tels que : 
AB = au + Bu + yò. 


AN = au + Bu + vv + Kd, 
soit AN = au + (+k) + vv. 
A (u) ne fait pas partie de m (V, Y), donc AN appartient à A (ù) si et seulement si 


(+ K) i£. + v — Ô, c'est-à-dire si et seulement siy=0et k — — f. 
a) Si y = 0, il existe donc une seule valeur de k' telle que N soit un point de D. Les 
droites D et D' sont sécantes en un seul point I. On a alors : 


AB = au + puw, sot  ABez(uw) 


Soit M, un point de D distinct de I et N, un point de D' distinct de I (fig. 6). Le plan 
(IM,N,) contenant deux points I et M,, de D, et I et N, de D’, contient entièrement ces 
deux droites. Les deux droites D et D’ sont donc coplanaires, et dans leur plan, elles 
admettent un point commun. 


fig. 6 


Le plan contenant D et D' est unique, puisque, s'il en existait plusieurs, ils auraient trois 
points communs I, M,, N, et l'on a démontré que trois points déterminent un plan unique. 


Il existe un plan unique contenant deux droites sécantes. 


b) Si y 5 0, AN ne peut appartenir à A (4). Donc aucun point de D' n'appartient à D. 
DAD'= à (fig. 7). 


fig. 7 


Dans ce cas, AB = au + Bi + y», avec y 0, c'est-à-dire ABé n(u, V), d'où 
(AB, 4, i] est une partie libre de ,. 
S'il existait un plan P contenant D et D’, il contiendrait en particulier la droite D et le 


point B et on pourrait le définir à l'aide du point A et des vecteurs directeurs u et AB. 


La partie (AB, u, if) de U; étant libre, D' serait sécante à ce plan P, ce quiest impossible. 
Les droites D et D' sont donc non coplanaires. 


Deuxième cas 


{%, 1} est une partie liée de *U,. 


Les vecteurs u et étant non nuls, on peut trouver un nombre réel à tel que W = Aj. 
Avec les mémes notations que précédemment on a : 


AN = AB + kx. 


a) Si AB c A (ù), c'est-à-dire si B € D, quel que soit k' réel, AN € A (4), donc N € D. 
Par suite, D' = D. 


b) Si AB ¢ A (u), c'est-à-dire si B ¢ D, AN ¢ A (ù) et aucun point de D' n'appartient 
à D (fig. 8). Par suite D N D' = ø. 


fig. 8 


Cette étude nous conduit à la définition suivante : 


Définition. 
Deux droites de l'espace D et D' sont dites pai si et seulement si leurs vecteurs 
directeurs sont linéairement dépendants. Si, de plus, D  D' = Ø, on dit qu'elles sont 
strictement parallèles. 


Considérons (dans ce cas 2 b), le plan P (A, AB, a). Il contient D et il contient D’. 
Les droites D et D’ sont donc coplanaires. 

Au cours de cette discussion, nous avons rencontré deux cas où D n D' = ø : le cas 1. b) 
et le cas 2. b). Seulement dans le cas 2 b) les droites D et D' sont strictement paral- 
lèles et seulement dans ce cas, D et D' sont coplanaires. On peut donc donner une 
définition équivalente du parallélisme de deux droites de E 


Définition. 


Deux droites de l'espace D et D' sont strictement parallèles si et seulement si : 
D et D' sont coplanaires et D n D' = 


En résumé : 


Étant données deux droites D (A, Ù) et D'(B, W) nous avons les résultats consignés 
dans le tableau suivant : 


— D et D' copla- 
T AB e z (ù, u) | Dn D —(U | naires sécantes 
u, u*, 


partie libre de U, 


et 
Det D’ 


DND'=  |non coplanaires 


D=0 


D et D' 
coplanaires 
parallèles 


{ad} 4 
partie liée de U, D et D' 
strictement 
parallèles 


DaD =g 


c) Position relative de deux plans. 


Soit deux plans P(A, 4, &) et P (B,i, w). 
Pour tout point M de P, il existe des nombres réels A et ką tels que : 


AM = kiin + kylt. 

Pout tout point N de P’, il existe des nombres réels Kj et kg tels que : 
BN = kiu, + Ki. 

Deux cas peuvent se présenter : 


Premier cas : (2, i, 14} ou (uu, iy, 2) est une partie libre de Ug. 
On a démontré (8 11. 9) que dans ce cas il existe un vecteur Y 34 Ô tel que 
(a, i) n (a, w) = AG). 
Supposons, par exemple, que $in, i, #,} est une partie libre, donc une base de Us. 
Il existe alors des nombres réels æ B, y et 2^, 8^, y’ tels que : 
AB = ain + Bi + Yid, 
iy = a'in + B's + Ye 
On a donc pour tout point N de P" 
AN = AB + BN 
= (s + Kia) + (B + LB + Gr + ki + HT 
Le vecteur AN appartient à s (4, i) si et seulement si : (y + ki + kav’) i = Ô, c'est-à- 
dire si et seulement si y+ ki + ki v = 0. 
Les nombres y et y’ étant connus, il existe une infinité de couples de réels (ki, k4) véri- 


fiant cette relation, donc une infinité de points communs à P et P'. Soit I l’un de ces points 
communs (fig. 9). 


fig. 9 


PA, ia, i) = P(L in, i) = { Q € E | IG e z (in, 1) |; 
P'(B, i4; 14) = P(Lu, 4) = | Qe E| TÒ e nC, 1) |. 
D'où: 
Pnr{ocr|Ber(s, uine] 
= | QeE| T ea 0] — D(,). 


Les plans P et P' sont donc sécants suivant une droite D. 


Deuxième cas : (a, ip, ii) et (us, i, io) sont des parties liées de Ug. 


Plus précisément, puisque 14 et ią sont des vecteurs linéairement indépendants, il existe 
des nombres réels ay, æg et By, Ba tels que 


U = ah taa et EVE Paih 
On a donc pour tout point N de P’ 
AN — AB + BN 
= AB + ki (eain + agiia) + Iis + Bain). 
a) Si AB € x (in, us), c'est-à-dire si B € P, tout vecteur AN appartient à # (in, i), donc 
tout point N de P' appartient à P, et par suite P = P’. 


b) Si AB ¢ n (a, u), c'est-à-dire si B ¢ P, aucun vecteur AN n'appartient à s (i, i4) 
et par suite P et P' n'ont aucun point commun (fig. 10). 


fig. 10 
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Cette étude nous conduit à la définition suivante : 


Définition. 
Deux plans P et P' de E sont dits strictement parallèles si et seulement s'ils n'ont 
aucun point commun. Ils sont parallèles s'ils sont strictement parallèles ou s'ils sont 
confondus. 


En résumé, étant donnés deux plans P (A, &,, u,) et P’ (B, t, ù; 
tats consignés dans le tableau suivant : 


nous avons les résul- 


{ünün} ou {ùy ün u) 


did PnP'=0 
partie libre de U, 


(ün ün Ui} et {ünün u) ot Pet P” 
parties liées de U, parallèles 
strictement 
parallèles 


13.4 PARALLÉLISME DANS L'ESPACE 


a) Droites parallèles, 
Rappelons que deux droites D et D’ sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs direc- 
teurs sont linéairement dépendants (cf. $ 13. 3 b). On vérifiera facilement que cette 
propriété permet de définir dans l'ensemble des droites de l'espace une relation 
d'équivalence : 


Théorème et définition. 
Le parallélisme des droites est une relation d'équivalence dans l'ensemble des droites 


de l'espace. Toute classe d'équivalence pour cette relation est appelée direction de 
droite. 


Chaque direction de droite correspond à une droite vectorielle de VU. 
Propriétés du parallélisme des droites. 


1. Quels que soient le point A et la droite D, il existe une parallèle unique D' à D pas- 
sant par A. 


En effet, si la droite D admet x pour vecteur directeur, la droite cherchée passe par A 
et a pour vecteur directeur w; seule la droite D’ (A, 4) répond à la question. 


2. Quel que soit le couple de droites D et D' strictement paralléles, tout plan P qui 
coupe l'une coupe l'autre. 


En effet, D et D' étant parallèles (fig. 11) elles admettent les mêmes vecteurs directeurs 
et les conditions « D et P sécants, » ou « D' et P sécants » sont équivalentes. 
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D' 


b) Droite et plan parallèles. 


Rappelons qu'une droite et un plan sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs direc- 
teurs constituent une partie liée de U. Ils sont strictement parallèles si leur intersection 
est l'ensemble vide (cf. tableau $ 13. 3 a). 


Propriétés du parallélisme d'une droite et d'un plan. 


1. Une droite D est parallèle à un plan P si et seulement si D est parallèle à une droite D’ 
de P. 


Cette propriété est évidente puisque la condition de parallélisme ne porte que sur les 
vecteurs directeurs des droites et du plan, et que les vecteurs directeurs de D et D' sont 
les mémes. 


2. Soit une droite D et un plan P strictement parallèles; tout plan Q, contenant D et 
rencontrant P, coupe P suivant une parallèle à D. 


Par hypothèse, D n P= 2; posons P N Q = D' (fig. 12) on a 
DnDb'—-Dn(PnQ-—(DnPnQ-zno 


fig.12 
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D'autre part D et D’ sont dans un méme plan, le plan Q; donc, elles sont parallèles. 


3. Si la droite D est parallèle au plan P, toute parallèle à D passant par un point A de P 
est incluse dans P. 


La droite D et toute parallèle D' à D ont méme ensemble de vecteurs directeurs. Chacun 
de ces vecteurs directeurs forme avec un couple de vecteurs directeurs de P un système 
lié de V,. Comme, de plus, D' passe par un point A de P, D' est contenue dans P. 


4. Si deux droites D et D' sont strictement parallàles, tout plan qui passe par l'une est. 
parallèle à l'autre. 


Le raisonnement est le méme que pour la propriété 3. 


5. Si deux droites D et D’ sont strictement parallèles, tout plan P passant par D et 
par un point A' de D' contient D'. 


Cette fois encore, le raisonnement est le méme que pour la propriété 3. 


6. L'intersection D de deux plans sécants P et Q parallèles à une méme droite D' est 
parallèle à D’. 


Soit A un point de D. La parallèle D" à D' passant par A (fig. 13) est contenue dans P 
et dans Q (propriété 3). Elle fait donc partie de leur intersection. Mais P et Q étant 
sécants, leur intersection est une droite. Donc D" — D et la propriété est démontrée. 


| p 
fig.13 
c) Plans parallèles, 


Rappelons que deux plans sont parallèles si et seulement si les vecteurs directeurs de 
l’un d'eux forment avec chaque vecteur directeur de l’autre des parties liées de U. Ils sont 
strictement parallèles si leur intersection est l'ensemble vide (cf. tableau $ 13. 3 c). 


Y» 


Il est aisé de vérifier que des plans parallèles ont mêmes couples de vecteurs directeurs, 

et d'en déduire que dans l'ensemble des plans de E, la relation de parallélisme est une 

relation d'équivalence : 
Théoràme et définition. 


Le parallélisme des plans est une relation d'équivalence dans l'ensemble des plans de 
l'espace. Toute classe d'équivalence pour cette relation est appelée direction de plan. 


Chaque direction de plan correspond à un plan vectoriel de l'espace vectoriel Uz. 


Propriétés du parallélisme des plans. 


1. Si deux droites sécantes d'un plan Q sont parallèles à un plan P, les plans P et Q 
sont parallèles. 


En effet, les vecteurs directeurs des deux droites constituent un couple de vecteurs direc- 
teurs de P ou de Q (fig. 14). 


2. Si deux plans P et P’ sont parallèles, toute droite D de P est parallèle à P’. 


En effet, si P a pour vecteurs directeurs i et i et si D a pour vecteur directeur ui, 


{2 it} est une partie liée de U, donc D est parallèle à P' qui a mêmes vecteurs 
directeurs que P. 


3. Quels que soient le point A et le plan P, il existe un plan P' unique passant par A et 
parallèle à P’. 


Si P admet pour vecteurs directeurs ių et ig, P' est le plan P' (A, i, i). 


4. Si deux plans P et P' sont parallàles, tout plan Q qui coupe P coupe P' et les inter- 
sections de Q avec P et P' sont des droites paralléles. 


Les plans P et P' étant paralléles ont mémes couples de vecteurs directeurs. La condition 
qui exprime que Q coupe P est la même que celle qui exprime que Q coupe P’, ce qui 
démontre que tout plan qui coupe P coupe P'. 
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fig.15 


Posons P N Q = D et P' n Q = D' (fig. 15). D'autre part P N P = 2. Les droites D 
et D' sont toutes deux contenues dans le plan Q et on a : 


DnD'—(PnQn(PnQ-(nP)nQ-zg. 


Donc D et D' sont parallèles. 


5. Si deux plans P et P' sont parallèles, toute droite D qui coupe l'un coupe l'autre. 


Ce résultat est évident puisqu'il ne fait intervenir que les vecteurs directeurs de P et P^ 
(qui sont les mémes) et celui de D (fig. 16). 


EXERCICES 


1. Déterminer la réunion des droites D parallèles à un plan donné P et passant par 
un point donné A. 

2. Déterminer l'intersection des plans P parallèles à une droite donnée D et passant 
par un point donné A. 


135 PROJECTIONS DANS L'ESPACE 


a) Projection de l'espace vectoriel U, sur une droite vectorielle. 
Soit (Ë, 7, Š) une base de ,. Tout vecteur V de V, s'écrit de façon unique : 
Y od yb +. 
On peut associer à tout vecteur V de V, le vecteur V, = x. 
Ce vecteur V, décrit la droite vectorielle A (7) puisque x décrit IR. 
Nous définissons ainsi une application de U, dans A (7). 


Inversement, tout vecteur x1 de A (7) est l'image d'un vecteur x1 + y} + zk de Uy où y 
et z sont des nombres réels arbitraires. 


Théorème et définition. 
L'espace vectoriel U, étant rapporté à une base (7, 7, k), l'application p de U, dans 
A (T) qui associe à V = x + yj + zk le vecteur V, = x} est surjective; cette appli 
tion de U; sur A (7) est appelée projection de l'espace vectoriel U, sur la droite 
vectorielle A (7) parallèlement au plan vectoriel x (7, X). 


REMARQUE 
1. Pour définir une projection vectorielle de W, sur A (1) parallèlement à x (J, À) il 
suffit de se donner A (1) et x Cj, E), les vecteurs 1, }, k étant indépendants, c'est-à-dire, 
tels que A (1) n z (5, X) = (0) (cf. $ 11.9). 


Calculons p(V + V’) et (V) où V, V’ sont des vecteurs quelconques de Vy et à 
un nombre réel quelconque. Posons 


VV = + x)M Od Y GA z. 
DO + V) 2 Ge + x)i — xi 4 xl = p) + (VI). 
AV = 031 + 03)7 4-62 f, 
DOV) = 0:91 = à i) = ap). 

L'application p est donc une application linéaire de l'espace vectoriel W, sur la droite 
vectorielle A (2). 

Déterminons le noyau de p, c'est-à-dire l'ensemble des vecteurs V de Wp, tels que 
p (V) = (ct. $11. 10). Nous trouvons immédiatement qu'il s'agit des vecteurs V = y} +zk 
où y et z sont des nombres réels quelconques, c'est-à-dire tous les vecteurs de x (7, k). 
L'application p étant surjective, son image p (U) est A (1); on constate que c'est l'en- 
semble des vecteurs de W, invariants par p; en effet quels que soient x, y, z on a : 


GGi+ÿ+ = ++) > 0-2:-9. 


Théorème. 


Toute projection p de U, sur A (7) parallèlement à = (7, k), (7, 7, K) étant une base de 
Vp est une application linéaire surjective. 

Son noyau est r (7, #). 

Son image, A (7), est l'ensemble des vecteurs invariants par p. 


Exercices 
1. Soit A' (Ñ) la droite vectorielle définie par 
u= à + tj ck 
où a, n'est pas nul. 
Étudier la restriction de p à cette droite A’ (ù). Démontrer que c'est un isomor- 
phisme de A’ (7) sur A (1) (cf. § 11.11). 


rj 


.. Soit z’ (u, v) le plan vectoriel défini par 4 et tels que : 
à = di + bj + ck 
y — afl e bjt ok. 


où a ou a' est non nul. 
Étudier la restriction de p à ce plan vectoriel z' (a, +). 


REMARQUE 


2. L'espace vectoriel U, étant rapporté à la base (7, J, X) et A (7) à la base (1), étant 


donné que p (1) = 3, p () = Õet p (k) = 0, la matrice associée à p relativement 
à ces bases (cf. § 12.5) est 
a 0 9. 


b) Projection de l'espace affine E sur une droite D parallèlement à une direction du plan. 
Soit une droite affine D (O, 7) et un plan affine P associé au plan vectoriel, (7, k). Nous 
supposerons que (7, 7, À) est une base de Uy. 


Nous avons défini précédemment la projection p de U, sur A (1) parallèlement à (7, £). 
Nous allons en déduire une application de E sur D. 


A tout point M de l'espace est associé le vecteur OM de *U;, dont l'image par p est le 
vecteur p (OM) de A (1); il existe un point unique M; de D (O, 7) tel que p (OM) = OM;. 


Le schéma M + OM —- p(OM) = OM, — M, 


permet de définir l'application : E —— D 
M — M 


Si OM = xi --yj +k, alors OM=x, et MM, =y + #k. 
Par suite, M,M € z (J, k) et (M, M) est parallèle à P (en supposant M, 4 M). 

On obtient donc M; à partir de M en menant par M le plan parallèle à P et en prenant 
son intersection M, avec D (fig. 17). 

Cette construction montre, en particulier, que p, est indépendante du point O que l'on a 
choisi sur D et qu'elle est surjective. 


-— 


Définition. a 
Étant donnés dans l'espace E une droite D et un plan P non parallèle à D, on appelle 
projection de E sur D parallèlement à P, l'application de E sur D qui à tout point M 
de E associe le point M, intersection de D et du plan parallèle à P passant par M. 


Le plan passant par M et parallèle à P est appelé plan projetant M. 


EXEROIOES 
3. L'application p, est-elle injective? Résoudre l'équation p, (M) = M, où M de E 
est inconnu et M, de D donné. 
4. Quelle est l'image par p; d'une droite L? (discuter). 
Quelle est l'image par p, d'une demi-droite, d'un segment? 
Quelle est l'image par p, d'un plan Q? (discuter). 


Considérons deux droites D et D' et un plan P qui n'est parallèle ni à D ni à D'. Soient 
A, B, C des points de D (A £ B) et A', B', C' leurs projections respectives sur D' parallè- 
lement à P. Appelons A' (1) la droite vectorielle associée à D', = (7, À) le plan vectoriel 
associé à P et enfin p' la projection de U; sur A' (1) parallèlement à » (7, À). 
La droite D — (AB) n'étant pas parallèle à P, le vecteur AB n'appartient pas au noyau 
de p' donc AB. = p' (AB) z 0 et A' + B'. Il existe ? réel unique tel que 

AC = 1AB 


d'où 

AC = p (AC) = p'(x A) = Àp (AB) = XA'B'. 
Par définition, le nombre à tel que p = A» ( + 0) est le rapport des vecteurs 
colinéaires v et v; on écrit à E 
On a donc, quels que soient A, B, C de D avec A £ B 


Cette propriété est connue sous le nom de théorème de THALÈS (dans l'espace). 


Considérons deux droites non coplanaires D et D', et un plan P coupant D et D'. 
Par trois points distincts A, B, C de D menons trois plans paralléles à P, ils coupent D' 
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fig.18 


D' 


respectivement. en A’, B', C' (fig. 18); ces points sont distincts : ce sont les projections 
respectives de A, B, C sur D' parallèlement au plan P; on a donc (théorème de Thalès) : 


a) 


Réciproquement, étant données deux droites D et D' non coplanaires, prenons trois 
points distincts A, B, C sur D et trois points distincts A', B', C' sur D’, ces six points 
vérifiant la relation (1). Désignons par à le nombre réel tel que 


AC = 156 


nous allons démontrer que AA", BB, CC' sont dépendants; on a, en effet 
CC = CÁ + AA + AC = — 1AB + AA + AA 

— X(AA' + AD) + AA! + A(AË + BB') 

1 — 3) AA! + à BB. 


Les vecteurs AA', BB', CC’ sont donc dépendants. Or À 5 A’, BE B' et C4 C' car 
DA D' = ø. Pour la même raison (D et D' non coplanaires) les vecteurs AA? et BB” 
sont indépendants; les droites (AA'), (BB'), (CC), sont donc parallèles aux plans affines 
associés à z (AA', BB’). D'où : 


Théoràme. 


Étant donnés deux droites D et D' non coplanaires, trois points distincts A, B, C sur D et 


trois points distincts A’, B’, C' sur D’, les droites (AA"), (BB"), (CC") 
un méme plan si et seulement si a eaat aat 


AG LAC, 
AB AE 


EXEROICE 
5. Quel théorème analogue peut-on énoncer si les droites D et D’ sont coplanaires? 


€) Projection de l’espace vectoriel ^U, sur un plan vectoriel. 
Soit (7, 7, K) une base de U. Tout vecteur V de V; s'écrit de manière unique : 


V= di + y +2. 
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On peut associer à tout vecteur V de Wp le vecteur V, = xf + y}, qui décrit le plan 
vectoriel = (1, J), puisque (x, y) décrit IR x IR. Nous définissons ainsi une application 
de U, dans s (5, 7). Tout vecteur xi + yj de s (1, 7) est l'image par cette application des 
vecteurs x1 + yj + zk où z est un nombre réel quelconque : 


Théorème et définition. 
L'espace vectoriel U étant rapporté à une base (7, 7, À), l'application p de Us dans 
z (7, 7) qui associe à V = x + y] + zk le vecteur V, = x? + y] est surjective; cette 
application de U, sur x (7, /) s'appelle projection de l'espace vectoriel U, sur le 
plan vectoriel x (7, /) parallèlement à la droite vectorielle A (i). 


REMARQUE 
3. Pour définir une projection vectorielle de Vs sur 7 (i, J) parallèlement à A (À), it 
suffit de se donner x (7, ) et A (E), les vecteurs 1, 7, k, étant indépendants, c'est-à- 
dire, tels que x (7, j) n A (k) = {6} (ef. $ 11.9). 


Calculons p (V + V’) et p( V), où V et V! sont des vecteurs quelconques de V et À 
un nombre réel quelconque. Posons : 


Ona: 
V Vi = o x) + © + vf + @ +208, 
p + V) = Ge + DE 0 + 99 — GE y) + G + vf), 
=p) + »(V); 
V = 039i + Qi + Oak, 
POV) = 631 + 6j = (Gi + X) 230). 


L'application p est donc une application linéaire de Ùy sur le plan vectoriel (3, 7). 

Cherchons quel est le noyau de cette application, c'est-à-dire l'ensemble des vecteurs V 

de V, tels que p (V) = Ô. 

Puisque p (x1 + y + zk) = x1 + y), il s'agit des vecteurs V définis par V = zk. Ce sont 

donc les éléments de A (k). 

L'application p étant surjective, son image p (W+) est = (1, 7); on constate que c'est 

l'ensemble des vecteurs de Ù invariants par p; en effet quels que soient x, y, z ona : 
(pGi ++ D = ++) > 6-9. 


Théorème. 


Toute projection p de 4, sur x (7, /) parallèlement à A (K), 7, 7, À) étant une base de Vs, 
est une application linésire surjective. 


Son noyau est A (4). 
Son image, = (7, 7) est l'ensemble des vecteurs invariants par p. 
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EXEROIOE 
6. Soit s: (à, 5) le plan vectoriel défini par : 

ü= ai + b)+ ck, 

= di +b] + ck 

tels que (4, v, k) soit une base de *U;. 

Étudier la restriction dep à ce plan = (ù, 5). Démontrer que c'est un isomorphisme 

de m (u, 9) sur = (1, 7). Que peut-on dire de cette restriction si k e x (2, 3)? 


REMARQUE 


4. L'espace vectoriel U, étant rapporté à la base (7, 7, Š) et = (7, 7) à la base (7, 7). 


puisque p (i) = 1, p) = 7, p (R) = 0, la matri à i 
EN J, p (K) = 0, la matrice associée à p, relativement à 
( o 0 
0 1 o): 


d) Projection de l'espace affine E sur un plan P parallèlement à une direction de droite, 
Soit un plan P (O, 1, }) et une droite D associée à la droite vectorielle A (Ñ). Nous nous 
placerons dans le cas où (7, 7, ) est une base de Ug. 


Nous avons défini précédemment la projection. i, i 
p de Va sur x (1, 7) ; nousal 
une application de E sur P. oh RENE 


A tout point M de l'espace est associé le vecteur OM de U, dont l'image par p est le 
vecteur p (OM) de s (7, 7); il existe un point unique M, de P (O, 7, 7) tel que 
p (OM) = oM,. 


Le schéma M — OM — p(OM) = OM; ——— M, 


py; E—P 


permet de définir l'application 
pe M — M, 


Si OM =x +j + zk, alors OM=xi+) d'où MM=z% 
par suite M,M €A(K) et (M,M) est parallèle à D (en supposant M, Ż M). 
On obtient donc M, à partir de M en menant par M la droite parallèle à D et en prenant 


son intersection avec P (fig. 19). Cette construction montre que p, est indépendante du 
point O choisi dans P et quelle est surjective. 


fig. 19 


Définition. 

Étant donnés dans l'espace E un plan P et une droite D, non parallèle à P, on appelle 
projection sur P parallèlement à D l'application de E sur P qui associe à tout point M 
de E le point M, de P, intersection de P et de la droite parallèle à D passant par M. 
L——————ÓÓÉ—— 


EXERCICES 
7. Quelle est la projection d'une droite sur le plan P parallèlement à D? d'un segment? 
du milieu d'un segment? Discuter. 
8. L'application p,, projection sur le plan P, parallèlement à D est-elle injective? 
Résoudre l'équation p, (M) = M, où M de E est inconnu et M; de P donné. 
9. Étudier les restrictions de p, à une droite ou à un plan donné de E. 
10. Quelle est la projection d'un parallélogramme sur un plan P, parallèlement à D? 


43. 6 BARYCENTRE DE DEUX OU TROIS POINTS —— ——————— ——— 


2) Barycentre de deux points. 
Soit l'application f qui à tout point M de l'espace E associe le vecteur 


fM) — « MÁ + & MB, 
où A et B représentent deux points donnés de l'espace, affectés respectivement des coef- 
ficients réels donnés « et 8: 
pe 
M ———. «MÁ + BMB. 
Soit O un point fixé de E on a : 
(M) — f(0) = «(MÀ — OÀ) + &(MB — OB) 
= — («+ 9 OM. 
Premier cas : a+ B = 0. On a (M) — /(O) — 0; c'est-à-dire (M) = f (0); f est 
donc une application constante de E dans U. La valeur de la constante est, par exemple, 
f (A) = 8 AB. Donc, quel que soit M de l'espace E on a : 
SM) = pAb. 


Deuxième cas : a + 8 Æ 0. On a /(M) = f (0) — (e + #) OM. 


Il existe un point G unique tel que /(G) = Ô. I est défini par OG = £ o, soit 
— «OA + BOB 

1 Md A 

[0] oG CER 


Ce point vérifie «GÀ + &GB = 0. 


Théorème et définition. LL ————————————————————— 
Les points A et B de l'espace étant affectés respectivement des coefficients réels a. 
et B, vérifiant a + à # O, il existe un point unique G de l'espace tel que 

aGÁ + BGÈ = Ô. 
Ce point G est appelé barycentre des points À et B affectés respectivement des coef- 
ficients « et B. 
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Supposons A er B distincts. Les relations « GÀ + 6 GB = Ô et a+ 8^ O prouvent 
que les vecteurs GÅ et GB sont dépendants : les trois points A, B, G, sont donc alignés, 


si 250, G est le point divisant le bi-point (A, B) dans le rapport — Ê (ct. cours de 
Secondo). 
Le barycentre I de A (1) et B(1) est appelé milieu de [A, B]; on a : 
lÁ + B —0Ô 
et quel que soit M de E 


2MI = MÀ + MB. 
EXERCICE 
1. Démontrer que les bi-points (A, B) et (C, D) sont équipollents — c'est-à-dire que 
AB = CD — si et seulement si les segments [A, DJ et [B, C] ont méme milieu. 
Comment appelez-vous le quadrilatère ABDC? 


Coordonnées barycentriques d'un point d'une droite. 
Supposons A £ B et considérons la droite D = (AB). 
D'après les propriétés de la fonction f que nous venons d'étudier, nous voyons qu'il est 
possible de définir une application du sous-ensemble S de IR x IR décrit par les couples 
de réels de somme non nulle, dans l'ensemble des points de la droite D — (AB). En effet, 
A et B étant donnés et affectés de coefficients respectifs « et B tels que x + 85 0, on a 
démontré l'existence d'un point G unique tel que « GÀ + 8 GB = Ô, ce point étant 
défini à partir d'un point O par : 

2 40A 

a 


a) OG = 
Étudions les propriétés de cette application. 


1. Le barycentre des points A et B affectés des coefficients 3, AB, où À est un nombre 
réel non nul, est défini par : 


og. 09 DÀ + 09 0B 


oG E 
3 am _ A (GOÀ + B0B) 
"n Un RE USE 
.30Á--80B —. 
Tügwpp O 


et par suite G' — G. 


L'application considérée n'est donc pas injective et, plus précisément, si l'on multiplie «x 
et B par un méme nombre x non nul, le barycentre est le méme pour les deux couples (s, B) 
et Qa, 28). 


2. Cherchons si cette application est surjective. 
Étant donné un point M de (AB), existe-t-il des nombres réels «, 8 de somme non nulle 
tels que M soit barycentre de A (a) et B (8)? 


Si M= A, 1. MÅ + 0 MB = 0. Donc M est barycentre de A (1) et B (0). 


Si M Æ A, MÅ n'est pas le vecteur nul, et puisqueA, B, M sont alignés, il existe un 
nombre réel k tel que : 
MB—XkMÁ, soit  kMÁ— MB— 0. 


Kk n'est pas égal à 1 puisque cela entrainerait MÁ — MB ce qui est impossible du 
fait que A et B sont distincts. Par suite, k — 1 zÆ 0 et M est barycentre de A (k) et 
BC 1). 
L'application de S dans D est donc surjective. 
Tout couple de nombres réels de S correspondant à un point M donné s'appelle un sys- 
téme de coordonnées barycentriques de M. Chaque point en admet une infinité, puisque 
l'application considérée n'est pas injective. 
EXEROIOE 
2. Démontrer qu'il existe pour tout point de la droite (AB) — où A # B — un système 
unique de coordonnées barycentriques (x, B) vérifiant a + = 1. Dans ce cas 
(a+ 8 = 1) que peut-on dire de (x, B) 


a) pour les points de [A, B], de JA, B[? "E 
b) pour les points de la demi-droite fermée (resp. ouverte) d'origine A ne contenant 


pas B? 
(On comparera « et B à 0 et à 1). 
b) Barycentre de trois points. 
Soit l'application g qui à tout point M de l'espace E associe le vecteur g (M) de U, 
défini par : 
£(M) = «MÁ + MB + Y MC, 
où A, B, C sont des points donnés de E, auxquels sont affectés respectivement les coeffi- 
cients réels «, B, y 
g: E — V, 
M .—— «MA + BMB + Y MC. 
Soit O un point fixé de E, on a : 
(M) — g(0) = «(MA — OÅ) + &(MB — 08) + (MC — OÙ) 
— (B OM. 


Premier cas : « + B + y = 0. On a : g (M) — g (0) = 0, 
donc g (M) = g (0); g est donc une application constante de E dans U. 


Deuxième cas : x + B + Y 550. On a : 
(M) = g(0) — (« + 8 + y) OM. 


Il existe un point G unique tel que g(G) = 0. 


LI (O) " 
Il est défini par oó - £0. soit : 
+ _ aOA + BOB + yOC 
m Od OA COBRETO 


a+B+y 


I vérifie: a GÀ + 8GB + GC = 0. Concluons : 
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Théorème et définition. 


Les points A, B, C de l'espace étant affectés respectivement des coefficients réels a, 
B, y vérifiant a + B + y # 0, il existe un point unique G de l'espace tel que 


aGÀ + 8GB + y GC = Ô. 


Ce point G est appelé barycentre des points A, B et C affectés respectivement des 
coefficients a, B et y. 


Supposons A, B, C alignés non tous trois confondus; supposons pas exemple A + B. 
Il existe k réel tel que AC = k AB; la relation « GA + 8 GB + y GC = Ô s'écrit 


«GÀ + &(GA + AB) + x (GA + AC) = 0 
soit 
@+ B + GÀ + (+ k) AB — 0 


donc, comme « + 8 -+ 34 0, GÀ et AB sont linéairement dépendants : le point G appar- 
tient à la droite D — (AB). 

Supposons A, B, C distincts non alignés: ils déterminent le plan P = (ABC). Si, dans la 
formule (2), on fait O — A on obtient 


xz. BAB-YAC, 
AG RETIA 


ce qui prouve que le point G appartient au plan P (A, AB, AC) — (ABC). 
Coordonnées barycentriques d'un point d'un plan. 
Supposons A, B, C tous distincts non alignés et considérons le plan P — (ABC). 
Des propriétés que l'on vient d'établir, on déduit que l'on peut définir une application 
du sous-ensemble S' de R x IR x IR décrit par les triplets de nombres réels de somme 
non nulle, dans l'ensemble des points du plan P = (ABC) : 

(8, 0 —G 

&c-8-TYzO 
aOÀ + BOB + OÙ, 


avec (2) Ode EY 


Étudions les propriétés de cette application. 


1. Le barycentre des points A (àa), B (38), C (y), où A Æ 0 est défini par 


gg. 02 0À + 09 OB + on) OÙ, 
Xa ROB F Y + 


d’où, puisque X est non nul, OG' = OG, donc G = G'. 
L'application considérée n'est donc pas injective, et, plus précisément, les barycentres de 
A (2), B (B), C (Y) et de A Qa), B (18), C (x) où à € R* sont confondus. 


2. Cherchons si l'application est surjective. 

Soit les trois points A, B, C distincts, non alignés. Ils déterminent un plan P. Soit M 
un point quelconque de P. Deux cas peuvent se présenter, qui s'excluent : 

2'. M c (AB) U (AC) u (BO). 

Supposons par exemple M € (AB). 


D'après ce qui a été démontré précédemment, il existe des coefficients « et 8 de somme 
non nulle tels que M soit le barycentre de A () et B (9), et l'on a donc : 


«MA + 8MB + 0. MC = Ô. 


Par suite, M est barycentre de A (x), B (8), C (0). 
2". M ¢ (AB) U (AC) u (BO). 


a) Si MÀ er BC sont linéairement dépendants, il existe un nombre réel k tel que MÀ = k BC 
(fig. 20), d'ou 


ou encore : MÀ + KMB — &MC = Ô. 


M est donc barycentre de A (1), B (k), C (— K). 


b) Si MÄ er BÓ sont linéairement indépendants, alors dans le plan P, (MA) coupe (BC) 
en A' (fig. 21). 
Comme A’ € (BC), il existe des nombres réels £ et y, (8+ y 7& 0), tels que A' soit le bary- 
centre de B (8) et C (y). D'après (1), si l'on choisit Oen M on a : 

— BMB + yMC 

MA = w. 

BE. 

Comme M € (A'A), il existe des nombres réels a' et a, (a + #20) tels que M soit bary- 
centre de A' (a) et A (a). 


On a donc — aMÁ--a'MA' —Ó, d'où 


=a + a! est non nulle, donc 
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13. 
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M est barycentre de : 


pne. (ee: S Id 


Par suite, quel que soit M dans (ABC), on peut déterminer trois nombres réels de somme 
non nulle tels que M soit barycentre de A, B, C affectés respectivement de ces trois nom- 
bres. 

L'application considérée de S' dans E est donc surjective. 

Tout triplet de nombres réels de S' associé à un point M du plan (ABC) s'appelle système 
de coordonnées barycentriques du point M par rapport aux trois points A, B, C. 


EXEROIOES 
3. Quelle relation vérifient les coordonnées barycentriques d'un point M de la médiane 
issue de A du triangle ABC? Comment appelez-vous le barycentre de A (1), B (1), 
ca? 
4. Démontrer que pour tout point M du plan (ABC) il existe un système unique de 
coordonnées barycentriques vérifiant a -+ 8 + y = 1. 


5. Dans l'espace affine de repère (0, 1, 7, ), on donne les points A (+ 1, — 1, + 2), 
B(+2, +3, —1, C(—4, +3, — 5). Quelles sont les coordonnées du centre 
de gravité G du triangle ABC? 


7 TRANSLATIONS. HOMOTHÉTIES ET SYMÉTRIES CENTRALES 
a) Translations de l'espace vectoriel Uz. 
1. Définition et premiéres propriétés. 

Définition. 


Soit Ü un vecteur de l'espace vectoriel *U,. L'application de U, dans U, qui à tout 
vecteur X associe le vecteur Y = X + Ü est appelée translation de vecteur Ü. 


La translation de vecteur Ü sera notée Tg. 

Quel que soit le vecteur V de Wy, ce vecteur est l'image du vecteur X de V, donnée par 
V = X + Ü, soit X = V — Ü. Tout élément de V, étant l'image d'un seul vecteur de 
Up, T$; est une application bijective de U, sur lui-même : 


Théorème. 
Toute translation de l'espace vectoriel U, est une bijection de cet espace vectoriel 
sur lui-même. 


Cherchons s’il existe des vecteurs invariants dans cette transformation. Ils doivent véri- 
fier : 


X=X+0. 
Si Ù £ 0, il n'existe donc aucun vecteur invariant. 
Si Ù = 6, tout vecteur de *U, vérifie cette égalité, et par suite Tj est l'application iden- 
tique de V, : 
Théorème. 


Toute translation de vecteur non nul n'a pas d'éléments invariants. La translation de 
vecteur nul est l'identité. 


EXERCICE 
1. Une translation de vecteur Ü est-elle une application linéaire de Usur lui-même ? 


Deux vecteurs V et V étant donnés dans U, cherchons s'il existe une translation de 
vecteur Ü telle que : Tg (V) = V. Si Ü existe, on doit avoir : V = V + Ü; donc Ù 
est défini de façon unique par : Ü = V — V : 

Théorème. 


Quel que soit le couple de vecteurs (V, V’) de V, il existe une translation unique 
telle que Tg (V) = V. 


2. Groupe des translations de l'espace vectoriel Ùy. 
Soit '6 l'ensemble des translations de *U,. 


Cherchons la condition pour que Tọ = Tgi. Pour tout X de V, on doit avoir 
Të (X) = Tor (3), soit : 


do  Ü-U. 
On en déduit que, quels que soient les vecteurs Ü et U' de V, : 
i=) <—> (0-U) 
Théorème. 
L'application de U, dans © définie par : 


Uie Ty 


est une bijection. 


Cherchons quelle est la composée de deux translations T$ et Tg. Soit X un vecteur quel- 


conque de U, on a : 


Te: X 
Té: Y 


Donc, pour tout X de V; on a : 
Ge oT) &) = Te ©) = Y + U = € + Ù) + T = X + (0 D). 
Par suite on a : 
Tg o T = Th, = Tor4ë, 
ce qui exprime que la bijection précédemment définie de Ù, dans '6 est un isomorphisme 


de (Uz, +) sur (6, o). 
Or (Us +) est un groupe commutatif; donc : 


Théorème. 


L'ensemble © des translations de l'espace vectoriel W, muni de la loi de composition 
des applications est un groupe commutatif isomorphe au groupe (Us, +). 


L'élément neutre de ce groupe est Tj, le symétrique de Tt c'est-à-dire la bijection réci- 
proque de Tt; est T_ÿ. 
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b) Translation de l’espace affine E. 


1. Définition et premières propriétés. 


Soit O un point fixe de E. Étant donné un point M quelconque de E, on peut définir un 
point M' de E à l'aide de la relation : 


Ts (OM) = OM + Ü = OM, 
où Të désigne une translation de *U,. 
On définit ainsi une application de E dans E, qui est définie par le schéma suivant (les 
applications ey, ej étant les bijections définies au § 13. la) : 
Bep NE qim 
M — OM ——— OM + Ù ——— Ww 
oà ON! = OM + Ü. 


L'application considérée, notée /j; s'appelle translation de l'espace affine E. 
Démontrons qu'elle ne dépend pas du point O initialement choisi. Puisque 


| OM = OM + Ü, 
| on déduit MM’ = Ù, On peut donc énoncer : 
Définition. 


Soit Ü un vecteur de *U,; on appelle translation de l'espace affine E de vecteur Ü, 
l'application tẹ de E dans E qui, à tout point M associe le point M' défini par MM' = Ü. 


Puisque tå = 951 o Të o 9s, chacune des applications étant bijective, leur composée 
est bijective, D'où : 


Théorème 1. 
Toute translation de l'espace affine E est une bijection de E sur lui-même. 


Des propriétés démontrées pour les translations de *U;, il résulte les théorèmes suivants: 


Théoràme 2. 


Une translation de l'espace affine de vecteur non nul n'a pas de point invariant; la 
translation de vecteur nul est l'identité de E. 


———————,—————— — 


a Théoràme 3. 


| Pour tout couple (A, A^) de points de E, il existe une translation unique de vecteur AA" 
| qui transforme A en A’. 


| EXEROIOE 
2. Soit A et B deux points de E. Quelles sont les applications e! o qu et ga o gg!? 


2. Propriété caractéristique des translations de E. et applications. 


k Soit M et N deux points quelconques de E, M' et N' leurs images respectives par ff. 
| Ona: 


donc MM! — NN, etparsuite: MN = MN. 
Pour toute translation, si M' = 1ÿ (M) et N' = fẹ (N), ona donc : MN = M'N' 
(fig. 22). 


N MMC = NN = Ü 
M MN =MN 
4 fig. 22 


Examinons une réciproque de cette propriété. 
Considérons une application f de E dans E telle que, les images par de deux points M 
et N quelconques étant respectivement M' et N' on ait : M'N' — MN. Cette égalité est 
équivalente à MM’ = NN. Si on suppose fixé le point M dans E, pour tout point N 
de E, le vecteur NN' est égal au vecteur fixe MM”. L'application fest donc la translation 
de vecteur MM : 
Théoràme. n 
Toute application / de l'espace affine dans lui-même telle que, les images de deux 


points quelconques M et N étant respectivement M et N’, on ait M'N’ = MN est 
une translation. 


ho ccc ——À — 
Image d'une droite. 

Toute droite D peut être définie par un point A et un vecteur directeur iy. C'est l'ensemble 
des points M de E tels que AM = à iņ, où À est un nombre réel quelconque. 


Soit rg une translation de l'espace affine et A', M' les images respectives de A et M par tfj. 
D'après la propriété caractéristique établie précédemment, quels que soient A et M on a 


A'M' = AM. Par suite : AM! = au. 


Le point M' appartient donc à la droite D' (A', i) et puisque à décrit R, la droite 


D' (A', 14) est l'image de la droite D (A, ia) par rë (fig. 23). 
D et D' ayant méme vecteur directeur, D et D' sont des droites parallèles. Elles sont con- 
fondues si et seulement si A' € D, c'est-à-dire s'il existe un nombre réel k tel que 


AX! = kin, ou encore si le vecteur Ü dela translation et le vecteur directeur ii, de D sont 
dépendants (fig. 24). 
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fig. 25 


Théorème. 
HD d'une droite D par une translation de l'espace affine est une droite parallèle 


Une droite D est globalement invariante par une translation si et seulement si le vec- 
teur de la translation appartient à la droite vectorielle associée à D. 


Soit D et D' deux droites parallèles. D est définie par un point A et un vecteur directeur i4. 
Soit A' un point quelconque de D'. Dans la translation de vecteur AA’, la transformée 


de D est la droite définie par A' et le vecteur directeur la : c'est donc D’. Puisque A' 
a été choisi arbitrairement, nous pouvons conclure : 


Corol 
Étant données deux droites parallèles D et D' de l'espace affine E, il existe une infinité 


de translations t telles que t(D) = D’; ce sont les translations de vecteurs AA, où 
A est un point quelconque de D et A’ un point quelconque de D’, 


Image d'un plan. 

Un plan P de E peut être défini par un point A et deux vecteurs directeurs linéairement 
indépendants & et i. Tout point M de P est défini par AM = Ka, + Kai, où (ky, ka) 
est un élément quelconque de R x IR. 

Soit A' et M' les images respectives de A et M dans la translation fẹ de vecteur Ü; 


d’après la propriété caractéristique des translations, quels que soient A et M on a 
(fig. 25) : 


AU, = AU, = u, 
AV, = AV =» 
AA = MM = 


Cette égalité prouve que M' € P' (A', in, u) et, puisque (ky, k;) est un élément quelcon- 
que de R X IR, que le plan P' (A^, 4, i) est l'image de P (A, i, i) par la translation rg. 
Les plans P et P' ayant mêmes couples de vecteurs directeurs sont parallèles. Ils sont 
confondus si et seulement si A! c P, c'est-à-dire s'il existe des nombres réels 2, et 24 
tels que. 

AM = mi + i; or 


AX =Ü; donc 


Ver (4, 4). 


Y 


Concluons : 


Théorème. 
L'image d'un plan P par une translation de l'espace affine est un plan parallèle à P. 
Un plan P est globalement invariant dans une translation si et seulement si le vecteur 
de la translation appartient au plan vectoriel associé à P. 


Comme pour une droite vous démontrerez facilement le résultat suivant : 


Corollaire. 
Étant donnés deux plans parallèles P et P’ de l'espace affine E, il existe une infinité de 


translations t telles que — (P) = P’; ce sont les translations de vecteur AA! où A est 
un point quelconque de P et A’ un point quelconque de P’. 


3. Groupe des translations de l'espace affine. 


Soit t$ et tẹ deux translations de l'espace affine. Pour tout point M de l'espace on a 
le schéma suivant : 


où MM' = Ü et MM” = V ; par suite on a 
MM! = MM + MM —U--V— Y 4 U 

Donc : 

M ef, mr, 
et par conséquent quels que soient Ü et V on a 

ty o tẹ mt. 

Il en résulte que si l'on désigne par '6 l'ensemble des translations de l'espace affine, la 
bijection de U, sur © définie par : 

ge 
est un isomorphisme du groupe (Ws +) sur (€, o) qui est, par conséquent, comme 
(Us +) un groupe commutatif, 


Théorème. 
L'ensemble (©, o) des translations de l'espace affine muni de la composition des 
applications est un groupe commutatif isomorphe au groupe commutatif (Wy, +). 


L'élément neutre de ce groupe est 1j = idg; le symétrique de r$ est t_ġ. 


€) Homothéties de l'espace affine. Symétries centrales. 


Le programme de la classe de Première ne prévoit pas l'étude des homothéties de l'espace 
affine. Les résultats concernant ces homothéties étant — au vocabulaire prés — les mémes 
que dans le plan affine nous pensons étre utiles au lecteur en donnant leurs définitions et 
en proposant l'étude de leurs propriétés à titre d'exercice. 


Rappelons (cf. $ 11. 10) que l'application 
A): Vs —— V, 
bk 
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où k est un nombre réel est appelée homothétie vectorielle de rapport k. C'est une applica- 
tion linéaire de Ù, dans lui-même; elle est bijective si et seulement si k Æ 0. 
Soit o un point fixe de l'espace affine E, et  l'homothétie vectorielle de rapport k, la 
relation 

h(o M) = koM = oM 
associe à tout point M de E le point M' de E suivant le schéma 


m 
EE apetece 


M (—— aM ——— kaM (—— M 
où oM = koM; 
on obtient ainsi une application de E dans E : 


Définition. 


Étant donnés un point o de l'espace affine E et un nombre réel k, l'application de E 
dans lui-méme qui à tout point M de E associe le point M' de E défini par 


oM -koM 
est appelée homothétie do l'espace affine E, de centre w et de rapport k. 
L'homothétie de centre c et de rapport — 1 est appelée symétrie de centre o. 


Une telle homothétie sera notée A (o, k). 


La symétrie de centre œ se notera Sẹ; pour tout point M, œ est le milieu du segment 
[M, M]. 


3. Démontrer que l'homothétie A (w, k) est bijective si et seulement si k 4 0 et que, 
dans ce cas, la bijection réciproque de A (o, k) est l'homothétie Ho. à 


>» 


Chercher les points invariants de A (o, k). Discuter suivant les valeurs de k. 
Démontrer que l'ensemble X, de toutes les homothéties de centre w et de rapport 
non nul est, pour la composition des applications, un groupe commutatif isomorphe 
au groupe (R*, x). 


Les points M' et N' étant les images respectives des points quelconques M et N 
de E par ^ (o, k) ona: 


a) MN =k MN. 
Réciproquement, k étant un réel non nul et distinct de 1, démontrer que toute 
application f de E dans E transformant tout bi-point (M, N) en (M', N’) tel que 
MN = k MN est une homothétie de rapport k. (A étant un point fixé de E, 
poser A' = f(A), o est le point défini par wA’ = koÀ). 
7. En utilisant la relation (1) (exercice 6) démontrer que l'image, par l'homothétie 

ho, k) (k #0), 

de la droite D (A, ü) est la droite D' (A', à), 

du plan P (A, 4, t) est le plan P" (A', a, 14), 
A étant l'image de A par A (c, k). 


Peut-on avoir D' = D, P’ = P? Discuter suivant que D (resp. P) passe ou non 
par o et suivant que k = 1 ou k Æ 1. 


8. Les droites D et D' (resp. les plans P et P^) étant strictement paralléles trouver 
toutes les homothéties / de l'espace affine telles que D’ = A (D) (resp. P” = A (P)). 


^ 


^ 


13. 8 REPÉRAGE D'UN POINT DE L'ESPAOE AFFINE E 


9. On dit qu'une partie F de E admet o pour centre de symétrie si et seulement si 
so (F) = F, ss étant la symétrie de centre o. Trouver tous les centres de symétrie : 
d'une droite D, d'un plan P, 
d'un segment [A, B], d'un parallélogramme, 
d'une paire de droites strictement parallèles, 
d'une paire de plans strictement paralléles, 
de l'ensemble d'une droite et d'un plan sécants. 


D'autres exercices concernant la composition des homothéties de centres différents 
ou la composition des homothéties et des translations de l'espace affine vous serons 
proposés en fin de chapitre (ex. 13.85 et suivants). 


= 


II. Représentation analytique 
des points, des droites 
et des plans de l’espace affine 


2) Repère cartésien de E. 
Choisissons un point O dans l'espace affine E et une base (7, ÿ, k) dans l'espace vectoriel 


associé *U,. Le quadruplet (O, F, 7, k) est appelé repère cartésien de E. y 
Un repère cartésien étant choisi dans E, à tout point M est associé un vecteur unique 


$= OM de *U, et, par conséquent, la base (7, J, k) ayant été choisie dans U, à tout 
point M de E est associé un triplet unique (x, y, z) de nombres réels tels que 
OM = xi X + k. 

Ces nombres x, y, z sont appelés les coordonnées du point M par rapport au repère 
(o, i, 7, k); x est l'abscisse, y l'ordonnée et z la cote du point M. 
Sur la figure 26 nous représentons 7 = Ol, j = Of, k = OK respectivement par les 
bi-points (O, D, (O, J) et (O, K). 
L'axe défini par O et À, noté x'Ox est l'axe des abscisses, 

- j, — yOy  -—  ordonnées, 

= k, — zo: cotes. 
Les plans (OJK), (OKI), (OL) sont les plans de coordonnées. 
On peut écrire pour tout point M de E (fig. 26) 

OM = (Gd + J) + k = OM! + OÙ, 
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b 


fig. 26 


en posant OM! = xi + j, OÙ = zÑ. 
Le vecteur OM' représente la projection de OM sur x (f, j) parallèlement à A (À), ou 
encore, M' est la projection de M sur (OIJ) parallèlement à z'z. 


Le vecteur OC est la projection de OM sur A (Ř) parallèlement à + (f, 7), ou encore C 
est la projection de M sur z'z parallèlement à (OL). 


Le vecteur OM est donc la somme de ses projections sur A (*) parallèlement à = (f, 7) 


et sur s (I, }) parallèlement à A (À). 
On pourrait établir les mémes résultats pour les autres plans et axes de coordonnées, 
D'autre part on a pour tout point M de E 


OM = xi + f + ck = OÀ + OB + OC, 
en posant OA = xi, OB = jj. 
Le vecteur DÅ est la projection de OM sur A (1) parallèlement à = (J, £) et OB la projec- 
tion de OM sur A (7) parallèlement à x (1, $). 


Le point A est la projection du point M sur x'x parallèlement à (OJK) et B la projection 
du point M sur y'y parallèlement à (OIK). 


Le vecteur OM est la somme de ses projections sur chaque droite vectorielle A ©, a 0). 
A (E) parallèlement aux plans respectifs x (7, E), = G, E), = (f, 7). 

Changement d'origine. 

Soit (O, 7, j, Æ) un repère cartésien de E; prenons un point O' de coordonnées (xy, y x) 
par rapport à ce repère. Désignons par (x, y, z) les coordonnées de M relativement à 


(o, 1, j, E) et par (x, y’, z') celles du méme point M, relativement à (O', 7, 7, k). Pour tout 
point M deE ona: 


OM = 00° + OM; 


r 


13. 9 REPRÉSENTATION ANALYTIQUE 
AFFINE 


soit, d'aprés la définition des coordonnées d'un point : 
xi +o + k= xd XU + 28 x y) + 28 
l'unicité de la décomposition d'un vecteur sur une base nous donne les formules 


Remarquons que ces formules s'appliquent uniquement au cas où on change seulement 
l'origine en conservant la base (7, 7, Å) de l'espace vectoriel U, associé à E : le nouveau 
repère (O", 1, J, K) se déduit de l'ancien (O, ï, 7, K) par la translation OO. 


D'UN PLAN DE L'ESPACE 


Nous allons chercher des relations nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les coor- 


données (x, y, z) d'un point M dans un repère (O, 7, j, k) pour que ce point appartienne 
à un plan donné. 


a) Plan défini par un point et deux vecteurs directeurs indépendants. 


Soit A (xy Yo» Zo) le point donné, i (a, B,, Y1) et is (2s, Bas Ya) les deux vecteurs donnés. 

Puisqu'ils sont indépendants, c'est que l'un au moins des déterminants extraits du 

fe x9 

tableau : (a s) est non nul (cf. $ 12. 2). 
Ws Y: 


1. Représentation paramétrique du plan P (A, u,, u,). 
On a démontré (cf. $ 13-2 c) que l'application définie par : 


Ge k) — M 
où OM = OÅ + kiii, + kalis 
est une bijection de R x IR sur P(A, 44, 4). 

Les coordonnées de M étant (x, y, 2), on en déduit : 


x = xo + Kio + kaag, 
W Y = Yo + kibi + Kb, 
z= 20 + kıyı + kava- 


Ces relations constituent une représentation paramétrique du plan P (A, ių, i); c'est 
un abus de langage, puisque la représentation paramétrique est l'application de R Xx IR. 
sur P définie ci-dessus. 


2. Équation cartésienne du plan P (A, în, u,). 
On peut donner une autre interprétation de la relation 
OM = OÅ + ky + kgs s 
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elle peut en effet s'écrire : 

AM = kili, + kylig. 
Elle entraîne que les vecteurs AM, i, u, sont linéairement dépendants. 
Réciproquement, si les vecteurs AM, 4, u, sont linéairement dépendants, la relation 
A AM + Aq + Ay — Ô peut être vérifiée sans que À, A, A, soient tous nuls. En 
particulier, À = 0 est impossible, car on aurait Ai + Xa = Ô avec à, ou X, non nul 
ce qui est exclu, 4 et 4 étant linéairement indépendants. Par suite À est non nul, et 


— > A> >. 
AME -an — À ia, ce qui prouve que M € P (A, i, i). Pour exprimer qu'un point 


M appartient au plan P (A, in, i), il est donc nécessaire et suffisant d'exprimer que les 
trois vecteurs AM, i, u sont linéairement dépendants, d'où (cf. $ 12.3) 


Q 


Si l'on développe ce déterminant, on obtient une relation de la forme : 
2) u(x — x) + vO — y) + wiz — 2) = 0, 


OÙ u—B;Yi— Bs — v— mu — Ys W= a Bp — Pi ap 

L'un au moins de ces trois nombres est différent de 0 d’après l'hypothèse faite (4 et i, 
linéairement indépendants). 

La relation (2^) peut donc s'écrire sous la forme : 


où u, v, w ne sont pas tous nuls. 
C'est une condition nécessaire et suffisante pour que le point M (x, y, z) appartienne au 


plan P (A, 44, i). C'est une équation du premier degré par rapport à l'ensemble des 
trois coordonnées. On dit que (2^) est une équation cartésienne du plan P considéré. 


REMARQUES 


1. Si v = w = 0 (alors u 0), (2') se réduit à x = — À 


Tous les points de P ont donc méme projection A sur x'x, parallèlement à y O z. 
Le plan P est un plan parallèle à y O z. 
De même si u=w=0, — Pest parallèle à x O z; 

si u=v—0, Pest parallèle à x O y. 


2. Si w = 0, (2^) devient ux + vy + h = 0 avec u ou v non nul. La projection M 
de M sur le plan x O y, parallèlement à z'z a pour coordonnées (x, y). Elles vérifient, 
dans le plan x O y rapporté au repère (O, i, 7), la relation ux + vy + A = 0, qui est 
l'équation d'une droite. Les projections de tous les points de P sur x O y parallèle- 
ment à z'z sont donc situées sur une droite. Donc P est un plan parallèle à z'z. 

P est parallèle à x/x; 

P est parallèle à yy. 


EXEROICES 
1. Écrire les représentations paramétriques et l'équation cartésienne du plan passant par 

Oet de vecteurs directeurs À et 7. 
2. Écrire les représentations paramétriques et l'équation cartésienne du plan passant par 


O et de vecteurs directeurs i (1, — 1, 2) et i 2, 3, 4). 
Mmes questions pour le plan passant par A (1, 1, 1) et dont les vecteurs directeurs 


sont iy et i4. 


b) Plan défini par trois points A, B, C non alignés. 


Nous avons établi (cf. $ 13. 2 c) que l'application définie par : 
(kıs k) — — M 

où OM = (1 — k, — k) OÅ + KOB + OC 

est une bijection de IR x IR sur le plan (ABC). 


Soit A (xy, Yo Z0), B Qu, Xi 21), C (gs Ya Za); les coordonnées de M étant (x, y, z), on en 
déduit : 


x = (1 — ky — Ky) xy + Ky, Kate, 
o y = (1 — ka — ka) Yo + Ka es 
z = (1 — kı — ka) Zo + kızı + ne 


Ce système de relations vérifiées par les coordonnées d'un point M quelconque de P est 
une représentation paramétrique du plan (ABC). 

La représentation paramétrique (3) fait jouer un rôle particulier au point A. 

Une autre représentation paramétrique plus « symétrique » de P peut être déduite du 
fait que tout point du plan (ABC) peut être considéré comme barycentre de A (a), 
B (B), C (y) avec a + B + y 0 (cf. § 13. 6 b). On a alors : 


omi — 298 + BOB + OÙ, 


«BY 
d'où l'on déduit : 
ULT Bx, YX 
«BY 
(4) OSEE Ys | DeRXx RXR 
= RBYY a+8+r#0 
z= tba +Ya 
mr LE 
REMARQUE 


3. Dans cette troisième représentation paramétrique d'un plan, il n'y a pas de bijection 
entre les triplets de R x R X R tels que à + B+ y #0 et les points de P, 
puisque l'on a démontré que le barycentre de trois points ne change pas lorsqu'on 
multiplie les coefficients a, 6, y par un même nombre non nul. 

Si l'on impose à (a, B, y) de vérifier a + B + y = 1, ce qui est toujours possible, 
alors a = 1 — B — y. On retrouve la représentation paramétrique (3). 


Les trois points A, B, C étant donnés (non alignés), si l'on remarque que le 
plan (ABC) = P (A, AB, AC), 
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on peut trouver l'équation cartésienne de P de la même manière qu'au sous para- 
graphe a) : 


ren ese: pm Cr 
G X—3* —*—» *^—» 
PEN PES IE E 


En développant, on trouve encore une équation du premier degré par rapport aux trois 
coordonnées de M. Les coefficients de x, y, z, ne sont pas tous nuls puisque l'on a supposé 
A, B, C non alignés, c'est-à-dire AB et AC linéairement indépendants. 

Les points A, B, C appartenant respectivement aux axes x'Oy, y'Oy, z'Oz et étant dis- 
tincts de O leurs coordonnées respectives sont A (a, 0, 0), B (0, b, 0), C (0, 0, c) avec a, b, c 
non nuls. On vérifiera à titre d'exercice que (ABC) admet pour équation cartésienne 


EXEROICES 


3. Trouver des représentations paramétriques et une équation cartésienne du plan 
passant par A (I, — 1,2), B(2, —1,3, C(1,2, 3). 

4. Trouver des représentations paramétriques et une équation cartésienne du plan 
passant par A (0, 1, — 2), B(2, — 1, 3) et dont l'un des vecteurs directeurs est 
à, 3, —2. 


Équation cartésienne générale d'un plan. 


Nous avons trouvé que les coordonnées (x, y, z) d'un plan P (A, a, i) ou (ABC) véri- 
fiaient une relation de la forme ux + vy -+ wz + A = 0. 

Réciproquement nous allons chercher l'ensemble P des points M (x, y, z) de l'espace 
affine E tels que 

(9 ux + vy + wz+ h= 0 


où u, v, w, h sont des nombres réels donnés. 
Remarquons d'abord que si u = v = w = A = 0, tous les points de l'espace E ont des 
coordonnées qui vérifient (6); dans ce cas P — E. 

= 0 et h0, aucun point n'admet de coordonnées vérifiant (6); 


g. 
Nous supposons donc, dans la suite de ce calcul, que u, v, w, ne sont pas tous nuls; par 
exemple, nous choisirons u £ 0. Par définition des coordonnées d'un point, le repère 


(o, i, j, K) étant donné, le point M (x, y, z) est tel que : 
OM = xi yj + À. 


Puisque u Æ 0 on a x = — DM HE, pour tout point de P. 
Par suite : 

om -Dimth;, Y. 
soit . 


ou --He(ie)eciIeg 


T 


Soient A le point et 4 et u, les vecteurs définis par : 


pea h. 
OA = -3b 
z ye + 
Poe RTL 
p=- ži4k 


Ce point A et ces vecteurs u et 4, sont définis d'une nianiére unique, D'autre part la 
relation Au, + Agi, = Ô s'écrit : 
Mv 


- (E tut) tataki; 


elle implique à, = à; = 0, donc i, et u sont indépendants. 
On a alors pour tout point M de P : 
OM = OÅ + yu, + zu, 
soit : AM = yu, + ziy 
Cette relation exprime que M appartient au plan passant par A, de vecteurs directeurs 
ài, et à. Tout le plan est décrit, puisque (y, z) est un élément quelconque de R x R. 


Théoràme. 
Un repère étant choisi dans l'espace affine E, le point M (x, y, z) appa! 
plan P de E si et seulement si x, y, z vérifient la relation 

Ux + vy + Wz+h = 0 
où u, v, w, h sont des nombres réels, u, v, w n'étant pas tous nuls. 


nt à un 


Cette relation est appelé équation cartésienne générale d'un plan P de l'espace affine E. 


EXERCIOE 
5. Démontrer que l'équation de tout plan P passant par A (xy, Jo, zy) est de la forme 
u (x — x) + vo —) + w (z — z) = 0. 


13. 10 REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE DROITE DE L'ESPACE 
AFFINE 


On suppose toujours que E est rapporté à un repère (O, 7, 7, k). 


a) Droite définie par un point A et un vecteur directeur u. 
1. Représentation paramétrique. : 


Soit A (xy, Yo Ze) le point donné et à (a, B, y) le vecteur donné. 
On a démontré ($ 13. 2. b) que l'application définie par : 


ki M 
où OM = OÅ + ku, 
est une bijection de R sur D (A, à). 
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Les coordonnées de M étant (x, y, z), on en déduit : 


@ 


Ces relations constituent une représentation paramétrique de la droite D (A, 4); c'est 
un abus de langage, puisque la représentation paramétrique est la bijection de IR sur D. 


On a AM = ku, k est donc la mesure algébrique AM de AM relativement au vecteur u. 


EXERCICE RÉSOLU 
Caractériser l'ensemble des points M (x, y, z) de l'espace dont les coordonnées 
vérifient les relations : 
x=a+p 
| >=b1+9q 


où a, b, p, q sont des nombres réels quelconques. 
Ces relations peuvent étre considérées comme une représentation paramétrique 
d'une droite D. On peut, en effet, écrire : 
x=a+p 
| y=bz+q4 
z 


z. 
Le paramètre k des formules (1) est ici la cote z du point M. La droite D est ainsi 
définie par le point A tp, 4, 0) et le vecteur directeur u (a, b, 1). Lorsque z décrit 
R, le point M (x, », z) décrit D (A, u). 


2. Équations cartésiennes. 
Nous pouvons aussi exprimer qu'un point M de E appartient à D (A, 4) en écrivant que 
les vecteurs AM et u sont linéairement dépendants. Cela entraine que les trois détermi- 
nants extraits du tableau : 

x-—x s 

Ju. OB 

cd Y 
sont nuls (cf. § 12.2), c'est-à-dire que l'on a : 

B — x) — a © — yo) = 0 
D YO — y) — BG — z) —0 
alz — 29) — y(x — x) = 0. 

D'après les résultats du $ 13. 9, ces trois équations sont des équations de plans. Précisons : 
L'équation y (y — yo) — 8(z — z) = 0 (si y et B ne sont pas tous les deux nuls) est 
l'équation d'un plan parallèle à l'axe x'x. C'est l'équation du plam projetant D sur 
le plan (yOz) parallèlement à x'x. 
De méme, l'équation æ (z — zo) — y (x — xy) est l'équation du plan projetant D sur 
(x02) parallèlement à y'y. 
Enfin l'équation 8 (x — xy) — « (y — yo) = 0 est celle du plan projetant D sur (xOy) 
parallèlement à z'z. Ces trois plans, s'ils existent, sont concourants suivant D. Remar- 
quons que deux de ces équations suffisent pour déterminer D. 


EXERCIOES 
6. Écrire les équations cartésiennes de la droite D (A, 4) dans chacun des cas suivants : 
DAGI —2 —3) e ul +2 —1) 
b) AQ, +1, —4) e 41-3. 
9 A(H1,0, —2 et wO, —2, 0). 


Si les nombres «, 8, y sont tous différents de zéro, on peut traduire le fait que AM et u 


sont linéairement dépendants en écrivant que leurs coordonnées sont proportionnelles, 
soit : 


Q 


8) œ 


b) Droite définie par deux points A et B. 
Soit A (xy, Yo» z0) et B (xs Xy, z1) deux points distincts. 


Les résultats établis au paragraphe précédent restent valables si l'on choisit w= AB, 
c'est-à-dire : 


&—3X,—X» B=) — yo Y= A — 20 
Il en résulte une représentation paramétrique de D : 
beim 


Y = Yo + ks, — yo, 

: z= z + ka — zo. 
soit 

@ y= — K) yo + kyy 


[pru orto 


z = (1 — K) zo + kn. 


et les équations cartésiennes : 


Or — 30) ( — x) — (x1 — x) O — 7) = 0, 
Gi — 2) © — y) — C1 — yo) G— 2) 
Gi — x) (Z — 20) — (a — 20) (x — x) = 0, 


dont deux suffisent pour définir D. 


D'après les résultats établis au $ 13. 6, tout point M de (AB) peut être considéré comme 


barycentre de A et B affectés de coefficients respectifs « et 8 de somme non nulle. On a 
alors : 


^A OA + BOB 
on OA POS, 
«B 
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d’où les coordonnées (x, y, z) d’un point M quelconque de D : 


EPET 
TE T 
=t bn, 

Tate 
ELAY 
LI DES 


(5) 


Ceci est une autre « représentation paramétrique » de D. Ici, il n'y a pas de bijection entre 
les couples (x, 8) de somme non nulle et les points de D. En revanche la représentation (5) 
fait jouer un rôle symétrique à A et B. 
REMARQUE 
4. Si on pose a + B = 1 dans les formules (5), on a x = 
formules (4). 
EXERCICE 


7. Déterminer D (A, AB) par ses équations cartésiennes et par deux représentations 
paramétriques 


1 — B et on retrouve les 


TEE 


c) Droite définie comme intersection de deux plans. 
Deux plans sécants se coupent suivant une droite. On peut donc définir une droite D 
comme intersection de deux plans distincts la contenant. Le systéme constitué par les 
équations des deux plans est une représentation cartésienne de la droite D : 

ux + vy + wz + h = 

ux + vy + wz + h' = 0. 


D 


Nous allons préciser, dans le paragraphe suivant, à quelle con 
par leurs équations, sont sécants. 


ion deux plans, donnés 


13.11 INTERSECTION DE DROITES ET DE PLANS DE E 


a) Intersection de deux plans donnés par leurs équations cartésiennes. 
On sait que l'intersection de deux plans P et P' peut être : 
vide si P et P' sont strictement paralléles, 
ou bien égale à P si P et P’ sont confondus, 
ou bien égale à une droite si P et P' sont sécants. 
Nous allons étudier comment on peut reconnaître ces différents cas lorsque l'on connaît 
les équations cartésiennes de P et P’. 
Soient 
ux + vy +wz+h 0, où (u,v, w) z^ (0, 0, 0), 
ux + Vy-- wz-- W —0, où (w, v, w)2£(0, 0, 0), 
les équations respectives de P et P’. 
Si un point M (x, y, z) appartient à P et à P’, ses coordonnées vérifient le système : 
ux + vy + wz+h=0 
wx + Yy + wz +h = 0. 
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C'est un système de 2 équations à 3 inconnues. 


1. Supposons que l'un des déterminants extrait du tableau : 


soit non nul, par exemple : 
uy — uv £0. 
On peut alors choisir arbitrairement une valeur pour z, soit z et résoudre le système : 


ux + vy = h — wz 
ux + vy — vn. 


qui admet une solution unique. 
Tous calculs faits, on obtient pour coordonnées de M : 


x-ancp 
Y=bz +9 
z=% 


Le point M décrit donc la droite D (A, u) avec A (p, q, 0) et ü (a, b, 1), qui est l'inter- 
section de P et P' (cf § 13-10 a, exercice résolu), z, est le paramètre. 


2. Supposons que les trois déterminants extraits du tableau : 


soient nuls. Nous avons déjà démontré que, dans ce cas, les nombres u, v, wet u v, w 
sont proportionnels. Il existe donc un nombre réel k non nul tel que : 


u = ku, Y = kv, w = kw. 
L'équation de P' s'écrit alors : 

kux + kvy + kwz + = 0 
et le système devient : 


ux + vy + wz+h=0 
k (ux + vy + wz) + h' 


0. 
Si À' = kh, les équations sont identiques : les plans P et P' sont confondus et : 
PnP—P-P. 
Dans ce cas, quels que soient x, y, zona : 
wx + Vy + wz-k- h = k(ux4- vy + w+ h). 


Si À' Æ kh, le système n'admet aucune solution. Les plans P et P’ sont strictement paral- 
deles. 


Concluons : 
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Théorème. 
Dans un repère donné, les plans d'équations cartésiennes respectives : 
ux + Vy + wz + h= 0, u'x + v'y 4 w'z th =0 


sont : 
+ sécants si et seulement si 
(uv! — u'v # 0 ou u'w — w'u # 0 ou vw’ — v'w # 0) 
. parallèles si et seulement si 
(uv! — u'v = 0 et u'w — w'u = O et vw' — v'w = 0) 
. confondus si et seulement s'il existe un nombre k réel non nul tel que : 
Wc yz) € IR x IR XIR] ux + vy + wz + h =k (ux + vy + wz + h). 


Si les nombres u, v, w sont non nuls, ces résultats peuvent s'écrire sous la forme : 

Niere MIGNE ou OASI PAPON 

uy uw vy 

a^ cy v h 

————— T » 14 

y " x 2 $ P et P' sont strictement parallèles 
uec A 

LR ETE P et P' sont confondus. 

u Y» w h 

Exercices 


7. Soit les plans P et P^ d'équations cartésiennes respectives : 
(—mx+(m+2)y+ mz 1-90, 
(mx— Qna 3y—3G Dz2n 
où m et n sont des nombres réels. 
Ces plans peuvent-ils être strictement parallèles? confondus? sécants? 
8. Soit P le plan d'équation cartésienne ux + vy + wz + h = 0. Démontrer que le 
plan P' passant par À (xo, Jo, 2) et parallèle à P a pour équation cartésienne 
u(x — x) + vO — y) + WG — zo) = 0. 


b) Condition de parallélisme d'une droite et d'un plan, le plan étant donné par son équation 
cartésienne. 
Soit P le plan d'équation cartésienne : ux + vy + wz + h = 0 et D (A, 1) une droite de 


vecteur directeur i (s, B, Y). 

Le plan P' d'équation ux + vy + wz = O est parallèle au plan P, d'après les résultats 
établis au paragraphe précédent. Les conditions « D paralléle à P » et « D paralléle 
à P' » sont équivalentes. Pour que D soit parallèle à P’, il faut et il suffit que la droite 


D' (O, 1) soit contenue dans P'et, pour cela il faut et il suffit que le point B défini par 
OB = à, appartienne au plan P’. Par suite : 


0. 


Théorème. 
Le plan P d'équation cartésienne ux + vy + wz + h = O et toute droite D de vecteur 
directeur d; (x, B, y) sont parallèles si et seulement si 

ua + VB + wy = 0. 


EXERCICES 
9. Soit les deux points A (— 1, + 3, — 5) et B (m — 1, m, 1 — m) où m est un para- 

mètre réel. 
Pour quelle valeur de m la droite (AB) est-elle parallèle au plan P d'équation car- 


tésienne : 
x+y—2+4=07 


10. On donne le plan P d'équation ux + vy + wz + h = 0 et la droite 
COCA et la droite D de représen- 


x= Xo + ka 
Jo + kB 
Zo + ky. 
Étudier P N D. Discuter. Dans le cas où P n D = {I} calculer le paramètre k de I. 


€) Exercice résolu 
Soit P le plan d'équation 
ux-- y + wz+ 4 = 0 
et D la droite (A,A;) où les points distincts A, et A, ont pour coordonnées res- 


pectives (xı Yı Z1) et (Xe Ya 23); cette droite admet pour représentation 
paramétrique (cf. 13.10 b) z 


„E, 
a F atg 
= Wt, 
a, + 0, 
ma + az, 
DENT 
Hee (ar, %4) (%1 + ag # 0) étant associé au point M (x, y, z) de D = (AA) 
que 
Q) a MÁ, + a, MA, = Ô. 
Cherchons le — ou les — points M communs à P et D en calculant (x, %4). Pour 
tout M de P n D nous avons : 
„(atys v (atean) y w (i-e 
a + as ar + ag [EX 


) eso 
d'où 

a (ux, + vy wr, + A) + as (uxa + Vya + Wa + A) = 0, 
Posons pour simplifier f(x, y, z) = ux + vy + wz + h; a et ax vérifient 
Q nf, Ya 21) + def rs Ya z) = 0. 


1. Premier cas : f (xy, yy, 21) = f (Xa, Ya, 23) = 0; d'après la relation (2) a et a, sont 
arbitraires (avec œ + «, #0) : tout point de D appartient à P; c'est évident 
géométriquement car, dans le cas étudié, on a A, € P et A; € P donc (A,A) C P. 


2. Deuxième cas : Un seul des nombres f (s, ys, 23) et f (Xa Ya 23) est nul. Supposons 
par exemple f(x, Xy z) = 0 alors f(x» Y» z) #0. La relation (2) devient 
54 f Gs Ya 23) = 0 d'où a = 0, les couples (x, 0) — avec a, 0 — définissent 
d’après (1) le point M = A, donc P N D = (Aj); c'est évident géométriquement 
car, dans le cas étudié, on a A, € P et A, € P donc P n (AA) = (Aj). 


3. Troisième cas : f (xy, y, 21) # 0 et f (xa Ya z4) # 0. La relation (2) donne 
e» Hei A a apa eese 
Las Ye z) = fO Yu A) 
M obtenus (x, %4) définissent un point si et seulement si a, + «y # 0, 
fO, Ye 2) — fs Yo 2) 0. 
Nous avons donc deux éventualités. 


3. f Gs, Ya Za) — f Gn, Yı 2) = 0. Aux couples (2, «;) solutions de (2) dans ce cas 
ne correspond donc aucun point, donc P N (A,Aj) = Ø. C'est évident géométri- 
quement; en effet la relation f (xs ys, 22) — f Ga, Ya 21) = 0 s'écrit 

us — x) + v Oa — y) + w (3 — z) = 0; 


137 


elle exprime donc (cf. b ci-dessus) que la droite (A,A) de vecteur directeur A,A, 
est parallèle à P; comme A,, par exemple, n'appartient pas à P (f (xs, Yı» 1) # 0) 
on a bien P N (A,A) = Ø. 


3". f Qi, Ya 23) — f Gas Yi» 2) # 0. Alors les couples (x, a9) vérifiant (2^) sont tels que 
a, + a #0, ona: 
93 fO Yw 2) 
Wy fe Yo z) 
ils définissent un point unique I; donc P n (A;A:) = {1}. 
D'après la relation (1) ce point I est tel que 


p 
p 


-5 
IA, 


Application. Plaçons-nous dans le dernier cas étudié : P et D = (A, Aj) sécants 


en I distinct de A, et Aj, On a 
TA, ux Xy ro wz dh 
JA, ucc wa Fh 


Les points Aj, As I étant tous distincts et alignés, la relation 1^1 > 0 signifie 
IA; 

que le point I est extérieur au segment [A,, Aj, ou encore que A, et A, appar- 

tiennent à un méme demi-espace ouvert de frontiére P. Dans ce cas et dans ce cas 

seulement les nombres réels ux, + vy, + wa + A et ux, + Vya + Wz, + h sont 

de même signe : 


Théorème. 


Un repère étant choisi dans l'espace affine E, l'ensemble des points M (x, y, z) tels que 
ux + vy + wz + h, où (u, v, w) # (0, O, 0), garde un signe constant est l'un des 
demi-espaces ouverts ayant pour frontière le plan d'équation ux + vv + wz + h = 0. 


EXEROIOE 


10. Trouver l'intersection du plan P d'équation 2x — 4 y + 3z — 1 = 0 avec la 
droite définie par A (1, — 2, 0) et B (2, 1, 3). 


EXERCICES 


Calcul de coordonnées de points : 1 à 4. 

Droites et plans : détermination, parallélisme, intersection : 5 à 18. 
Barycentre : 19 à 29. 

Projections : 30 à 32. 

Ensembles de points vérifiant certaines propriétés : 33 à 36. 

Vecteurs associés à des bi-points de l'espace affine : 37 et 38. 

Représentation analytique de droites et de plans : 39 à 76. 
Transformations ponctuelles de l'espace : 77 à 82. 

Famille de plans dépendants d’un paramètre : 83 et 84. 

Sujets d'étude sur le groupe des homothéties-translations de l'espace : 85 à 87. 
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Soit les points A $ 


E 
milieu de [A, B] et N est le milieu de [A, C]. 
a) Calculer les coordonnées des points M et N. 
b) Calculer les coordonnées du point H défini par : 

AH = AB + AC + MN. 
c) Calculer les coordonnées du point I tel que : 

21A — 318 + 410 = Ô. 
d) Calculer les coordonnées du point J tel que : 

30 = — 4MN. 


Soit les quatre points 
23 5 4 11 
E 6-3) s (p == 3} c(-3 
A! désigne le milieu du segment [A, B], B' le milieu de [B, C], C' le milieu de [C, D], D' le 
milieu de [D, A]. 
a) Calculer les coordonnées des points A’, B', C', D’. Calculer les coordonnées des vecteurs 
A'B et D'C. Que peut-on en déduire pour le quadrilatère A'B'C'D'? 


b) Calculer les coordonnées des milieux I et J des segments [A, C] et [B, D]. 
Que peut-on dire des quadrilatères IB'JD' et IA'JC'? 


5 
X D (-i, e 


Dans l'espace affine E de repère (O, % j, K) on donne les points : 
A V2 V2+2 V2,  B(3-2 24/3, v3 +1) 

C(V2-- V3, V3 — V2 1). 
Quelles sont les coordonnées du barycentre de A (4/3), — B(— 4/2), 


c9 


On donne quatre points distincts non coplanaires A, B, D, A'. 
On dit que ABCDA'B'C'D' est un parallélépipéde si et seulement si 


AD-BÓ et AX = BE = CC = DD, 


les vecteurs AD et AA’ étant non nuls. Les huit points ainsi définis sont les sommets du 
parallélépipède. 

a) Reconnaître les quadrilatères, appelés faces, tels que ABCD, ABB'A', et 
y en a-t-il? 

Que peut-on dire des plans (ABC) et (A'B'C'), des plans (ABB') et (DCC'), des plans (ADD') 
et (BCC)? 

b) Les cotés des faces sont appelés arêtes du parallélépipéde; combien y en a-t-il? 

Trouver tous les couples d'arétes non coplanaires. 

c) Démontrer que les segments [A, C'], [C, A'], [B, D'], [D, B'] appelés diagonales ont même 
milieu O. 

En déduire que O est centre de symétrie du parallélépipède. 


d) On prend un repère (O, À, 7, k) par rapport auquel les points A, B, C ont pour coordonnées 
respectives (a, b, ©), (— a, b, c), (— a, — b, c), O étant le centre du parallélépipède et a, b, c 
trois nombres réels strictement positifs. Calculer les coordonnées des autres sommets. 

€) On appelle mur l'ensemble des points M (x, y, z) de l'espace tels que — a < x < a. Démon- 
trer qu'un mur est convexe. L'ensemble des points de l'espace M (x, y, z) tels que | x | < a, 
l y| X b, | z| < c est appelé pavé. Démontrer qu'un pavé est convexe. 


Combien 
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13.5 


13.6 


13.7 


13,8* 


13.9 


13.10 


13.11 


13.12 


13.13 


13.14 


Trois droites passant par un même point S, non situées dans un même plan, coupent un 
plan P respectivement en A, B, C. Un plan P' coupe chacune de ces droites respectivement 
en A', B', C'. 

a) On suppose que (A'B') coupe P en K, (B'C') coupe P en I, (A'C') coupe P en J. Démontrer 
que I, J, K sont alignés. 

b) On suppose que (A'B') coupe P en K, (B'C') coupe P en I, (A'C') est parallèle à P. Que 
peut-on dire de (A/C') et (IK)? 


On donne deux droites coplanaires distinctes D et D' et un point O n'appartenant pas au plan 
des deux droites. Quelle est l'intersection des plans (D, O) et (D', O)? (distinguer : D et D^ 
sécantes et D et D' paralléles). 


On donne une droite D et un point O non situé sur D. 
a) Montrer que toutes les droites ^ passant par O et sécantes à D sont dans un plan P. 


b) La réunion R de toutes les droites A est-elle égale à P? 
Quel est l'ensemble P — R? 


On donne deux droites non coplanaires D et D’ et un point O non situé sur D ni sur D’. 
Chercher s'il existe une droite A passant par O et rencontrant D et D’; on donnera une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une et une seule telle droite A. 


Étant donné trois droites distinctes D, D’, D”, existe-t-il des droites A rencontrant D, D’ et 
D". (Utiliser l'exercice 13.8) 


On donne une droite D et une direction de droite 3 à laquelle n'appartient pas D. 
a) Montrer que toutes les droites A et 3 rencontrant D sont dans un plan P. 
b) La réunion de toutes les droites A est-elle égale à P? 


On donne deux droites D et D' non coplanaires et une direction de droite 3 à laquelle n'appar- 
tiennent ni D, ni D’. 

Déterminer les droites A de 8 rencontrant D et D'; on donnera une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'il existe une et une seule telle droite A. 


On donne quatre points distincts non coplanaires A, B, C et D. Ces points sont les sommets du 
tétraèdre ABCD; A est le sommet opposé à la face BCD. Les six segments [A, B]... [C, D] sont 
les arêtes du tétraèdre; on dit que deux arêtes sont opposées si et seulement si elles sont non 
coplanaires. 

a) Combien y a-t-il de couples d'arétes opposées? 

b) Par un point M de JA, B[ on mène un plan IT parallèle à (AD) et (BC). Montrer que ce plan IT 
coupe JA, C[ en P, ]C, D[ en N et JB, DI en Q. 

Que pouvez-vous dire du quadrilatère MPNQ? 


On donne un tétraèdre ABCD. Sur l'aréte [A, B] on prend un point M, sur l'aréte [A, C] 
un point N, sur l'aréte [A, D] un point P. 
a) Montrer que ce choix peut être fait de façon que les droites (MN) et (BC) soient sécantes, 
ainsi que (NP) et (CD), et (PM) et (BD). 
5) On pose : 

MN) n (BO = (I), (NP) n (CD) - 0), (PM) n (BD) = {K}. 
Montrer que les points I, J, K sont alignés. 


On donne dans un plan (P) un trapèze ABCD de bases [A, B] et [C, D]. Les droites (AD) et 
(BC) se coupent en I; les droites (AC) et (BD) se coupent en J. 
On prend un point S extérieur au plan P. 
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1316 


1347 


1318 


1319 


1320 


1321 


a) Quelle est l'intersection des plans (SAD) et (SBC)? Quelle est l'intersection des plans (SAC) 
et (SBD)? 
b) Que pouvez-vous dire de l'intersection des plans (SAB) et (SDC)? 


a) Montrer que trois droites sécantes deux à deux, mais non toutes les trois coplanaires, sont 
concourantes. 

b) On considère deux triangles ABC et A'B'C' situés respectivement dans les plans P et P’ 
sécants. Les points sont choisis de manière que (BC) et (B'C') soient sécantes de méme que 
(CA) et (C'A), (AB) et (A'B'), (BB) et (CC). 

Démontrer que les droites (AA'), (BB), (CC) sont concourantes. 


Étant donné un tétraèdre ABCD, chercher toutes les directions de plan x telles que tout plan 
de x, ne passant par aucun des sommets, coupe exactement quatre des six droites (AB), (AC), 
(AD), (CD), (DB), (BC). 

Que peut-on dire des quatre points d'intersection? 


On donne deux segments [A, B] et [C, D] non coplanaires, parallèles à un plan P. 
Les droites (AC), (AD), (BC), (BD) rencontrent respectivement le plan P aux points I, J, K, L. 
Que pouvez-vous dire du quadrilatère IJLK ? 


Soit un parallélogramme ABCD et S un point non situé dans le plan P de ce parallélogramme. 
a) Les quatre droites (SA), (SB), (SC), (SD) sont coupées par un plan P,, parallèle au plan P 
en Ar, By, Ci, Di. Démontrer que A,B,C,D; est un parallélogramme. 
b) On coupe (SA), (SB), (SC), (SD) par un plan P,, distinct de P et contenant les points A et B. 
Le plan P, coupe (SC) en C, et (SD) en D). Quelle est la nature du quadrilatère ABC;D;? 
«) On coupe (SA), (SB), (SC), (SD) par un plan P; on pose : 

(SA) n P, = {As}, (SB) n P, = (Bj), (SO n P, = {C3}, (SD) n P; = (Dj. 
Soit : (M) = (AJB) N (DC), {N} = (C) n (AD), {Q} = (AIC) N (BD. 
(On suppose que les points M, N, Q existent). 
Quels sont : l'ensemble des points M, l'ensemble des points N, l'ensemble des points Q, 
lorsque P, varie en restant parallèle à lui-même? 


Dans l'espace affine E de repère (O, į, 7, k) on donne les points : A (+ 1, — 3, + 4), 
B(— 2, — 5, + 3), C(+ 4, — 4,0). Quelles sont les coordonnées du barycentre de Aet B 
affectés des coefficients respecti 2 et + 1? On appelle C' ce point. Quelles sont les coor- 
données du barycentre G des points C' et C affectés des coefficients respectifs — 1 et + 3? 
Quelles sont les coordonnées du barycentre des points A, B, C affectés des coefficients respeca, 
tifs: — 2, + 1, + 32 

Démontrer que, si l'on appelle A' le barycentre de B (+ 1) et C (+ 3), et B' le barycentre 
de A (— 2) et C (+ 3), les droites AA’, BB’ CC' sont concourantes. 


Soit trois points A, B, C quelconques de E, G le barycentre de ces points affectés des coeffi- 
cients respectifs a, b, c (a+ b+ c 0), G' le barycentre de ces mêmes points affectés des 
coefficients a', b', c' (a + b' + c' #0) g est le barycentre de A (a + ka), B (b + kb), 
C (c + ke). 
Démontrer que : 

(a d- b3- 086 + k(a! + D + c) eG! — d. 
/, œ étant fixes, k décrit R? 


Quel est l'ensemble des points g lorsque a, b, c, a', 


Soit trois points donnés A, B, C d'un plan affine P; O est un point fixe du plan; œ, B, y sont 
trois nombres réels non nuls tels que : 
a+B+y= 
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1. Justifier l'existence des points suivants : 

G barycentre de B (B) et C (y), 

G' barycentre de A (x) et C (y), 

G" barycentre de A (x) et B (B). 

2. Démontrer que les droites (AG), (BG^), (CG") sont parallèles. 


Soit trois points distincts A, B, C d'un plan P. Soit trois nombres r 

nulle. On appelle G le barycentre des points A (a), B (B), C (Y). ST son 

1. Démontrer que, moyennant une condition que l'on précisera, G est le barycentre de 

8 (œ + B), et C (y), où g désigne le barycentre de A (a) et B (8). 

2. Par définition, le centre de gravité d'un triangle ABC est le barycentre de A (1), B (1), 

Si e Déduire de ce qui précède que les médianes d'un triangle concourent en son centre 
vité. 

3. On suppose que « + B — y est un nombre réel différent de zéro. On appelle G^ 

de A (a), B (B), C (— y), et g est le point défini à la question 1 A pend 

Démontrer que la division (C, g, G, G’) est une division harmonique. a 

On appelle G le barycentre de A (— a), B (B), C (y) (on suppose que la somme — « + B +y 

est non nulle). Démontrer que les points B, G', G” sont alignés. 


Soit A, B, C trois points distincts, non alignés d'un plan P, et trois nombres réels a, B, y 
dont la somme est égale à 1. a. 
On appelle G le barycentre de A (x), B(B), C (y); G' est le barycentre de A 

1 . ; +y. 
B (x + y), C (x + B), g le barycentre de A (1), B (1), C (1). Démontrer que ER 
G, G', g sont alignés. 


Soit «, B, y trois nombres réels de somme non nulle, et G le barycentre de A (a), B (8), C 
; nombres ré j , B (8), C). 
ON : AT B^, Y trois nombres réels de somme non nulle, et G' le barycentre de A (2), 

» cq 

Démontrer que le barycentre de A (x + a!), B (B + 8), C (y + y’) existe; on l'a ,. 
^ 3 ; ppelle G”. 

Démontrer que G, G', G sont alignés et indiquer tème de coord i 
EN GOD iquer un système de coordonnées barycentriques 


Soit (Ai, An ..., An} = F un sous-ensemble de l'espace affine E, et des nombres réels 
"4,0... d dont la somme est nulle. À chaque point A, on associe le nombre réel 
a m is n). 

Soit F' un sous-ensemble de F tel que la somme des coefficients associés aux points de F' 
soit non nulle, et soit G’ le barycentre de ces points affectés de leurs coefficients. Soit F” le 
sous-ensemble complémentaire de F' dans F, et G” le barycentre des points correspondants. 


Démontrer que, pour tous les sous-ensembles F' possibles, les vecteurs G'G” sont dépendants. 


Soit (Ay An ..., An} = F un sous-ensemble de l'espace affine E, et des nombres réels 
Lu s&n. À chaque point A, (1 < i < n), on associe le nombre réel i 
l'application de E dans U, définie par : EE PAP c pond 


SM) = a, MÅ, + «,MÁ, + … + a MA. 


a) On suppose que : a + a+... + ay = 0. 

Que peut-on dire de f (M)? 

b) On suppose que : a, + a, +... + an # 0. 

De facon analogue à ce qui a été fait dans le cours pour 2 ou 3 points, montrer que l'on peut 
définir le barycentre G des n points A, affectés de leurs coefficients respectifs. Le nombre 
réel ^ n'étant pas nul, quel est le barycentre de A, (^ a), A (À æ), ..., An Qux)? 

Soit F' un sous-ensemble de F tel que la somme des coefficients associés aux points de F' 
soit égale à s, non nulle, et soit g le barycentre des points de F' affectés de leurs coefficients 
respectifs. Quel est le barycentre de g(s), et des A, n'appartenant pas à F' affectés de leurs 
coefficients respectifs? En déduire une méthode pour la construction du barycentre de » points. 
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Soit quatre points A, B, C, D et E, non coplanaires. Ils déterminent un tétraédre ABCD dont 
les segments [A, B], [A, C], [A, D], [B, C], [B, D], [C, D] sont les arêtes. Le barycentre G de 
A (1), B (1), C (1), D (1) s'appelle le centre de gravité du tétraédre ABCD. En utilisant les 
résultats de l'exercice précédent, démontrer que les droites joignant les milieux de deux arétes 
opposées sont concourantes en G. 

Les triangles ABC, ABD, ACD, BCD s'appellent les faces du tétraédre. Démontrer que les 
droites joignant chaque sommet au centre de gravité de la face opposée sont concourantes 
en G. 


On considère quatre points A, B, C, D et les points A', B’, C^, D’, définis par AB! = KAB, 


BC = kBC, CD'— kCD, DA = KDA, où k désigne un nombre réel donné non nul. 
Démontrer que les deux tétraèdres ABCD et A'B'C^D' ont méme centre de gravité. 
(On montrera que quel que soit M on a 


MA + MB + MC + MD = MA + MB' + MC + MD'.) 


Soit quatre points A, B, C, D quelconques de E, non coplanaires. On considère les points I 
milieu de [A, B], J milieu de [B, C], K milieu.de (C, D], L milieu de [D, A]. Démontrer que 
1, J, K, L sont les sommets d'un parallélogramme. Soit E le milieu de [A, C], F le milieu de 
[B, D]. Démontrer que EKFI et EJFL sont des parallélogrammes. En déduire que (IK), (JL), 
(EF) sont concourantes en un point O que l'on précisera. Démontrer, en particulier, que O 
est le barycentre de A (1), B (1), C (1), D (1). 


On donne une direction de droite 3 et un plan P non parallele aux droites de 3. 

On désigne respectivement par Dj et D; les projections sur P parallèlement à à de deux 
droites D, et D, non coplanaires et n'appartenant pas à 3. 

Montrer que si è n'est pas parallèle à un plan Q parallèle à la fois à D, et à Dy, alors Di 


et Dj sont sécantes. 


a) Étant données deux droites D, et D, non coplanaires, déterminer toutes les directions de 
droite 8 telles que les projections de D; et D, parallèlement à 5 sur un plan P non parallèle aux 
droites de 8 soient deux droites parallèles. 

b) Étant donnés quatre points distincts A, B, C, D non coplanaires, déterminer toutes les direc- 
tions de droite 8 telles que les projections de A, B, C D parallèlement à à sur un plan P non 
paralléle aux droites de 3 soient les sommets d'un parallélogramme. 


Soit ABCD un parallélogramme et Ü un vecteur de U; n'appartenant pas au plan vectoriel 
associé à (ABC). On considère les points A’, B', C', D’ tels que : 


DD = Ü. 
it M le milieu de [A, B] et M' le milieu 


AN = BE = CC 
On obtient ainsi un parallélépipède (cf. ex. 13.4). 
de [A', B']. 
a) Démontrer que les plans (A'D'M) et (BCM') sont parallèles. 
b) Ces plans coupent la diagonale AC' respectivement en I et J. 
Démontrer que AÏ = 1 = JC. 
Ces mêmes plans coupent la diagonale DB' en I' et J'. 
Démontrer que le quadrilatère 11'3J' est un parallélogramme. 


Soient trois vecteurs u, v, w de U, linéairement indépendants. Soit O un point fixe de l'espace 
affine E. 
On définit trois points A, B, C par les relations : 


OÅ =ki, OB-2k5 OÓ--kw 


Quel est l'ensemble des centres de gravité des triangles ABC lorsque le nombre réel k varie? 
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Soit trois droites D, D’, D” non coplanaires, concourantes en un point O. 
On suppose qu'un plan P de vecteurs directeurs 4 et v coupe D, D’, D” respectivement en 


A, B, C. Quel est l'ensemble des centres de gravité des triangles ABC lorsque, u et v restant 
fixes, A décrit la droite D? 


Même exercice, D, D', D" étant supposées non coplanaires et paraléles deux à deux. 
Soit trois droites D (O, 4), D' (0', 9. D” (O", u) non coplanaires, fixes. 
On définit trois points A, B, C par 

OÀ = ku, OÉ = 2kun 
Quel est l'ensemble des points G lorsque # décrit R? 


= — kù. 


Soit un parallélogramme ABCD et Ü un vecteur donné de W, n'appartenant pas au plan 
vectoriel associé à (ABC). 


On construit les points A', B', C', D' définis par : 


AN = — BP = CÓ = — DD = Ù. 
O désigne le point d'intersection des diagonales du parallélogramme ABCD. Soit G le centre 
de gravité du triangle A'B/D', et G' celui du triangle C'B'D'. 
Démontrer que GG et AC sont linéairement dépendants. Écrire la relation de dépendance 
de ces deux vecteurs, 
Soit G, le centre de gravité du triangle A'B'C', et Gi celui du triangle A'D'C’. 
Démontrer que les vecteurs G,G; et BD sont linéairement dépendants et écrire la relation 
de dépendance. 
Démontrer l'égalité : 


06 + 0ó' + 06, + OÙ, = ô. 


Soit quatre points A, B, C, D non coplanaires. On construit les points A’, B’, C', D’ définis 
par : 


AB--AC- AD, AC--AD-— AB, AD--AB-— AC, AË + AË + AD = AÑ’. 
a) Démontrer que les points A', B, C', D’ sont coplanaires, de méme que les points A', B', 
C, D' et les points A’, B^, C^, D. 


b) Étudier la position relative des plans (ABC) et (A'B'C^), des plans (ABD) et (A'B'D), 
des plans (ACD) et (A'C'D^). 

c) Démontrer que les droites (AA), (BB'), (CC'), (DD/) sont concourantes en un point O 
dont on précisera la position sur les segments [A, A'], [B, B'], [C, C'], JD, D’). 

4) Soit les points M et N tels que : 


AM —2AD, CB-3CN. 
Le plan (OMN) coupe (D/A/) en M' et (B'C en N°. 


Calculer A'M' en fonction de A'D’ et C'N' en fonction de C'È’. 
Que peut-on dire du quadrilatére MNM'N'? 


Déterminer l'équation cartésienne du plan P défini par les propriétés suivantes : (ex. 39 à 45). 


P passe par les points A(0, — 1, + 2, B(—1,--2, — 3), C(0,0, — 2). 


P passe par les points A (+ 5, — 2,0), B(— 3, + 4, + 1), et l'un de ses vecteurs directeurs 
est uC 1, + 1, + D. 
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P passe par O et est parallèle à la droite D et à la droite D' : 
—3+2h, 


P passe par le point A (+ 1, — 2, — 1) et contient la droite D : 
3x—1-yt2-22z—3. 


P passe par le point A (— 1, 0, + 3) et contient la droite D : 


*4—3a 
-3+ a 
— 2a. 


P passe par A (— 5, + 6, — 1) et contient la droite D : 
x3 2y:0 42. 
X REM L^ 


P passe par A (— 3,0, + 2), B(— 2, + 7, 0) et est parallèle à la droite D définie par : 
x43y—$:145—0 
4x—2y3z—1-0 


Déterminer, par ses équations cartésiennes ou paramétriques, la droite D satisfaisant aux condi- 
tions données (ex. 46 à 49). 
D passe par A (— 1, 0, + 2) et est parallèle aux plans P et P' : 

P:3x—2y4z—5-20; Pix-y+z=0. 


D passe par O et s'appuie sur les droites D' et D” : 


x=1— 4h, x=—5+78k, 
vie D' l y=+2— k, 
kagak z= T 2k. 


D passe par A (+ 1, + 1, + 1) et s'appuie sur les droites D' et D : 
» 
—»+3 


D passe par A (— 2, + 1, — 1), s'appuie sur D’ et est parallèle à P : 


x-3-2k 
Diy-—-24 kh Pixtyti- 
z= — 3k. 


Soit une droite D donnée. Déterminer les coordonnées de ses points d'intersection avec les plans 
de coordonnées (ex. 50 à 59). 


D x+3y—5z+4=0, 
4x-y+3z-1=0. 
+3k, 

D —2+4, 
SR 


D passe par le point A (— 4, + 5, — 1), et a pour vecteur directeur à (3, 2, 1). 
D passe par les deux points A (— 1, + 6,— 2) et B (6, — 4, 1). 
D passe par les points A (— 2, + 7, — 3) et B (— 2, + 3, — 1). 
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D passe par le point A (+ 1, — 6, — 2) et est parallèle à la droite D’ d'équations paramé- 
triques : 


D a pour équations : 


D passe par le point A (— 1, + 1, — 1) et est parallèle à la droite D' définie par : 
2x 


Écrire des représentations paramétriques des plans suivants donnés par leurs équations carté- 
siennes (ex. 60 à 65) : 


x+y+2=0. 13.63 2x—5y+3z—1=0. 
x+2z=0. 13.64 3y+4z=0. 
3x+y—2z+1=0. 13.65 x=—0. 


Déterminer un vecteur directeur de chacune des droites suivantes (ex. 66 à 69) : 


x—-yti-0 3x —2y4z—4-0, 
rose à OL ds ct li 
Sx—3y+1z= 13.66 x+y+22+4 


2x+y-z+4=0. 3x—y+4z— 


es ses coordonnées, le point d'intersection, s'il existe, de la droite D et du plan P 
lex. . 


x -4-2k, 

Di|»-345k  P:4x— 6y 32 = 0. 
2=2— k. 
x=32+4, 

BRENT P:2x+4y— 3z2—1=0. 


La droite D passe par : A (— 3, + 2, — 1) et B(+1, 
par M(—1,0,+ 4), NC- 2, 4, - 3), QC- 2, - 1, — 1). 


1, 0), et le plan P passe 


La droite D a pour équations cartésiennes : 
2x 4y +5z4+3=0, 
—x+2y— 1+1=0. 
Le plan P est défini par la représentation paramétrique : 


x=3h + 2k, 
y=—h+3k, 
2=2h— k. 
La droite D a pour équations cartésiennes : 
—3x+2y—2+5=0 
2x— y 43-20 


1375 


13.76 


1377 


1378 


13.79 


13.80 


Le plan P a pour équation cartésienne : 
y—2+4=0. 


La droite D a pour représentation paramétrique : 


» 
z=2 + 3a. 
Le plan a pour équations paramétriques : 
x=+2—4h F 
y=—4+ h— k 
z= +1— 2h + 4k 


Dans l'espace affine rapporté au repère (O, f, 7, k), on donne les points A (— 4, + 8, — 2), 
B(—1,—7,+4, CC- 4 3, —2). 

ire l'équation cartésienne du plan (ABC), ainsi que deux représentations paramétriques 
de ce plan. 
Écrire des équations paramétriques des droites (AB), (AC), (BC), ainsi que leurs équations 
cartésiennes. 
Soit A', B', C' les milieux respectifs des segments [B, C], [A, C], [A, B]. Démontrer que les 
droites AA’, BB’, CC' sont concourantes. 


Soit O et O' deux points fixes distincts de E. M étant un point quelconque de E, on appelle 
M, le symétrique de M par rapport à O, et M' le symétrique de M, par rapport à O'. Démon- 
trer que le vecteur MM' est indépendant du point M choisi. En déduire la composée : 
Sym (O') o Sym (O). Cette composition d'applications est-elle commutative? 


Soit M, A, B, C quatre points non coplanaires de E. On appelle A’, B', C' les milieux respectifs 
des segments : [B', C'], [A^, C'], [A', B']. Soit : A" le symétrique de M par rapport au point A', 
B” le symétrique de M par rapport au point B', C" le symétrique de M par rapport au point C'. 
Démontrer que (AA"), (BB^), (CC") sont concourantes en un point que l'on précisera. 


Soient A, B, C, A', B', 
des triangles ABC et 
1. Démontrer que : 

AA + BB' + CC = AC + BA! + CB = 3GG". 


Quelles égalités du même type pourrait-on encore écrire? 
2. Démontrer que, s'il existe une translation t$ transformant ABC en A'B'C', on a aussi : 


G' = r (©). 
3. On suppose que G = G’. Que peut-on dire des plans : 
P, (G, BB’, CC), P, (G, AA’, CC), 


C' six points distincts de E, et G et G' les centres de gravité respectifs 
B'C'. 


P, (G, AR", BB)? 


On définit dans E une transformation ponctuelle T c'est-à-dire une application de E dans E, 
qui, au point M de coordonnées (x, y, z) dans un repère (O, 7, 7, X), fait correspondre le point M^ 
de coordonnées (^, y^, z^) dans le même repère. On a : 

x =x — 2y + 4z, 
4x y—2z, 

zZ--2x44yi 
a) Démontrer que T est bijective; définir la bijection réciproque : on indiquera les expressions 
de x, y, z en fonction de x’, y^, 7. 
b) Quel est le transformé du plan d'équation : 

2x—3y+4z—1—0? 
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c) Existe-t-il un (ou des) plans invariants dans T? 
d) Quelle est la transformée de la droite définie par : 

x=1+2k, y-—k z=3+k, où kest un paramètre réel? 
e) De façon plus générale, quelle est la transformée d'une droite? 


Dans l'espace affine rapporté à un repère (O, I, j, k), on définit une transformation ponctuelle T 
qui au point M (x, y, z) fait correspondre le point M' (v^, y^, z^) par : 


a) Déterminer les points invariants de E par T. 


b) Montrer que T est bijective; définir la bijection réciproque : on exprimera x, y, z en fonc- 
tion de x’, y^, z'. 


c) Quel est le transformé du plan d'équation : 
ux + vy + wz+h=0? 
Quels sont les plans invariants dans T? Montrer qu'ils sont parallèles à une direction de droite 
fixe. Démontrer que la droite (MM') appartient à cette direction de droite, 
d) Quelles sont les droites invariantes dans T? 


Dans l'espace affine E, on définit une transformation ponctuelle T, qui, au point M de coor- 


données (x, y, z) dans un repère (O, į, }, À) fait correspondre le point M' de coordonnées 
(x', y", 2’), dans le méme repère. On a : 


xxt» 
y-2x, 
d=y+z 


a) Déterminer les points tels que T (M) = M, appelés invariants par la transformation. 
b) Quel est le transformé du plan d'équation : 
ux + vy + wz- h = 0, 

où u, v, w, h sont des nombres réels supposés connus? 
Déterminer les plans globalement invariants dans la transformation T. 
©) Existe-t-il des droites globalement invariantes dans la transformation T? 
d) Quelle est la transformée de la courbe définie par : 

y+z=0, 

r=? 
La représenter dans son plan. 


L'espace est rapporté à un repère (O, 1, 3, À). 
On considère la famille F de plans P, d'équations : 
(— m)x+2my—(m+3)z+1 
où m représente un paramètre réel. 
a) 1. Déterminer l'équation du plan de F qui est parallèle à la droite x'x. 
2. Déterminer l'équation du plan de F qui est parallèle à la droite y. 
3. Déterminer l'équation du plan de F qui est parallèle à la droite z'z. 
4. Déterminer l'équation du plan de F qui est parallèle à la droite d'équation : 
=x+1 


0, 


b) Déterminer l'équation du plan de F qui passe par le point A dans chacun des cas suivants : 
1. A (2,3, — 4). 
2. A(,1, D. 
3. AG, 2,1). 
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4. A (Xo Yo Zo) : discuter suivant la position de A dans l'espace. En conclure que l'ensemble 
des plans F est constitué par l’ensemble des plans contenant une droite D que l'on précisera, 
à une exception près. 

©) Soit quatre points M, N, P, Q appartenant à l'axe x Ox, d'abscisses respectives : + 5, + 2, 
+3, — 1. Vérifier que la division (M, N, P, Q) est une division harmonique. On considère 
les quatre plans de F passant respectivement par les points M, N, P, Q. Démontrer que les 
points d'intersection de ces plans avec y'y forment une division harmonique; faire de même 
pour les points d'intersection de ces plans avec z'z. 


Dans un repère (O, į, 7, k), on considère la famille des plans P,, d'équations : 
( — m? x - 3my - (m* -m—2)z c m= 0, 
où m désigne un paramètre réel. 
a) Démontrer que les plans P,, passent par un point fixe lorsque m varie. 
b) Déterminer le plan (ou les plans) P,, de la famille parallèle à la droite D de vecteur directeur 
u (a, b, c) dans les différents cas suivants : 


laci, c=1. 
2a-1l e-3. 
3a-3, c=2 
4 a=3, e=2. 
Sujets d'étude. 


Le point O est fixé dans l'espace E. 
a) Soit g l'application de E dans E qui associe à tout point M de l'espace le point M' tel que 


OM? = KOM + Ü 


où k est un nombre réel donné non nul et Ù unvecteur donné de Vs. 
Démontrer que g est une translation si k — 1 et une homothétie si k 7^ 1; dans ce 
dernier cas trouver le centre de l'homothétie. (On cherchera le point invariant o de g). 

b) On désigne par S l'ensemble de toutes les applications de E dans E du type de g, k décrivant 
R* et Ü décrivant VU. 

Démontrer que (S, o) est un groupe non commutatif appelé groupe des homothéties-translations 
de E. 


On considère l'homothétie A de centre o et de rapport k + 0 et la translation ff. 
a) Démontrer que i oh et ho 1ÿ sont des éléments de G (cf. ex. 85). 


b) Démontrer qu'il existe un vecteur unique U de U, tel que rg o À = h o riy. Peut-on 
avoir U' = Ù? 


Les points distincts O, et O, sont fixés dans l'espace. On considère l'ensemble F de toutes 
les applications f = A (Os, ks) o A (O3, K;) en prenant pour k; et kẹ deux nombres réels non nuls 
quelconques. 

a) Quelle relation vérifient k; et k, pour que f soit une translation? Dans ce cas déterminer le 
vecteur de la translation en fonction de O,0, et ky. 

Réciproquement « étant un nombre réel donné, démontrer que la translation de vecteur « 0,0, 
appartient à F quel que soit a distinct de 1. 

b) Quelle relation vérifient k; et ką pour que f soit une homothétie? Dans ce cas, O étant le 
centre de cette homothétie, calculer O,Ô en fonction de OjO,, k; et ks. 

Réciproquement démontrer que toute homothétie de centre O situé sur la droite (O05) 
et de rapport k # 0 appartient à F. 

c) Démontrer que (F, o) est un sous-groupe du groupe S des homothéties-translations de 
l'espace (cf ex. 13.85). 
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Produit scalaire dans £, 
Rotations et angles dans €, 
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Dans la section I nous étendons à l'espace vectoriel Ù la notion de produit scalaire 
défini en Seconde dans Ùz; on obtient ainsi l'espace vectoriel euclidien £. L'espace 
affine associé à 8, sera étudié au chapitre 16. Auparavant nous allons étudier les rota- 
tions et les angles du plan vectoriel euclidien &; (sections H et III de ce chapitre 14) 
puis les fonctions circulaires (chapitre 15). 

Dans la section II nous définissons les isométries vectorielles de £,, c'est-à-dire les 
applications linéaires de 8; dans 8, conservant la norme euclidienne de tout vec- 
teur de &y; ces isométries sont des bijections qui, relativement à une base ortho- 
normée de Èx, sont représentées par des matrices du type (1) ou (II) 


a) l; n an ( 3) avec è+ B — 1. 


L'ensemble des matrices du type (I) est pour la multiplication des matrices un 
groupe commutatif noté (O$, X). Le fait, pour une isométrie, d'avoir une matrice 
de type (I) est indépendant de la base orthonormée choisie; ces isométries particulières 
sont appelées rotations de 65; leur ensemble muni de la composition des applications 
est un groupe commutatif noté (R, o) isomorphe au groupe (Oż, X). 

Les rotations de &y permettent de définir dans la section III les angles de deux vecteurs 
non nuls de 63; une addition est alors définie dans l'ensemble # des angles de manières 
que (4, +) soit un groupe commutatif isomorphe au groupe (R, o). 

Le fait essentiel est l'isomorphisme des trois groupes commutatifs 


(04x) (Ro), (AH; 
la plupart des résultats obtenus dans les sections II et III de ce chapitre en découlent. 


I. Produit scalaire. 


Espace vectoriel euclidien s, 


14.1 EXISTENCE ET DÉFINITION D'UN PRODUIT SCALAIRE 


a) Forme bilinéaire symétrique définie sur U, x Us. 
Soit U, un espace vectoriel de dimension 3 sur IR, cherchons s'il existe une application 
f de Us x V, dans IR possédant les propriétés suivantes : 


L'application f est symétrique c'est-à-dire que quels que soient les vecteurs v et v de U, 
ona: 


w 16%) =16,5); 
L'application f est une forme bilinéaire définie sur U, x U, c'est-à-dire que quels que 
soient Y, V, 9, y vj, X; de U, et a de R ona: 


| Q 16, 4) 216 9) +16 3), 

o) SG, av) = af G, Y), 

| © f£ y) S66. y) +1 Ga D), 
6) f, y) = af G, Y). 


Les égalités (2) et (2^) signifient que si l'on fixe v et si l'on considère l'application f, de 
Vs dans R 
4:9, — R 
Y —— fG, y) — G étant fixé) 


on a quels que soient Y, Vi, v de U, et « de R : 


46 9-460 AG). 
A G9) = «5 G), 
donc (2) et (2^) signifient que f, est une forme linéaire définie sur Uz. 
De méme les égalités (3) et (3') signifient que, si l'on fixe v^, l'application f de Ua dans IR 
h: Vs — R 
ve. ff, Y) (F étant fixé) 


est une forme linéaire définie sur Uz. 
Cette double linéarité des applications f, et f,, déduites de f, explique le terme de « forme 
bilinéaire » utilisé pour f vérifiant (2), (2^), (3) et (^). On dit quelquefois que f est linéaire 


en v et qu'elle est linéaire en V. 


Soit une base (7, 7, k) de Us. Cette double linéarité entraîne que, quels que soient les 


vecteurs 
=d 4 k e = xf + yf Hk 
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fG, v) rb. Gi +») + 2] 
= SG xi + y) +16 zB) 
= 16, x4) +16») +716, 72) 
= xf 60) yr 63) + zs G, E). 
on déduira de méme en remplaçant v par xi + yj + zk: 
16, 9) = xr, D + wys G, D) + ws È, 3) + ysG, À) +10, D 
+ yzf È, D) + 2x G, 8) + 291 G, D + 221 k, D 
Si f est symétrique on aura 
£62-2:0,3, r6 0-761. r6,9-76. 
et il existe des nombres réels a, b, c, l, m, n tels que : 
SG )-e« SG =b € 9-c 
sE D=. D=, SÜ 9-76) -m IED- D =n 


etona: 
LG V) = axi! + byy + ezz! + Ly! + yx) + mGz! + zy) + nlx + xz) 


Réciproquement, une base (f, , k) étant choisie dans *U;, considérons l'application 
f de *U, x V, dans R définie quels que soient les vecteurs » = xi + yj + zk et 
» = xl + y] + z par 

FG, Y) = axx' + byy + ezz! + Ho! + yx) + mOr + zy) + niex + xz), 
a, b, c, l, m, n étant des nombres réels fixés. 
Il est évident que l'application f est symétrique. 


Fixons Y, donc les nombres réels x, y, z. Nous obtenons l'application f; de Us dans R 
défini par 


y s 


(ax + ly + nz) x' + x + by + mz) y' + (nx + my + cz) z' 


les coefficients de x’, y’, z' sont des nombres fixés donc f, est une forme linéaire définie 
sur Vy. 


De même si nous fixons », l'application fẹ dans R définie par 
v — (ax! + ly! + nz’) x + Ge + by! + mz?) y + (nx! + my! + ez)z 
est une forme linéaire sur Vz. 
Donc f est bien une forme bilinéaire symétrique définie sur U, x Us. 
b) Produit scalaire de deux vecteurs de Us. 
Existe-t-il des formes bilinéaires sypmétriques définies sur U, x Vg telles que, pour 


tout vecteur v non nul, f (5, v) > 0? Contentons-nous de donner un exemple. Si l'on prend, 
par exemple, a > 0, b > 0, c > 0, 1 — m = n = 0 l'application f : 


G, 5) — axx’ + byy' + ezz' répond à la question car 
LG, Y) = ax? + by? + cz? > 0 pour tout vecteur y= x? + yj + z£ non nul. 


44. 2 CONSÉQUENCES DES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU PRO- 


Théorème et définition. 
Il existe des applications f de U, x U, dans IR vérifiant les propriétés suivantes : 
S,. f est symétrique 
S,. f est une forme bilinéaire définie sur U, x Vs: 

S. Pour tout v Ô de V, on a (v, V) > 0. 

Pour toute application f possédant ces trois propriétés, # (v, V) est appelé produit 
scalaire des vecteurs v et V. 


Choisissons une application f possédant les trois propriétés S}, S, Sa; nous associons 
ainsi à tout couple (y, v') de vecteurs de Us un nombre réel, le produit scalaire de v et Y 
que nous noterons v. v'. Le produit scalaire v.v est appelé carré scalaire de vet se 
note (9). 

Nous appellerons espace vectoriel euclidien de dimension 3 que nous désignerons par ĉn, 
tout espace vectoriel U de dimension 3 muni du produit scalaire que nous venons de 
définir. 

Le produit scalaire posséde donc par définition les propriétés suivantes : 

Quels que soient les vecteurs, Y, V, V Y, vi, Ve de 6; et quel que soit le nombre réel « 
ona: 


W Vy -yy 
OQ EDn [oO — y -5-»5 
Q) 5 (av) = a (v.v) G)  ().y —aG.v). 


z ma 
Pour tout vecteur non nulona: (5) > 0. 


Nous désignerons par la suite ces propriétés du produit scalaire sous le nom de propriétés 
fondamentales du produit scalaire. 


REMARQUES 
1. D'autres notations sont utilisées pour noter le produit scalaire de y et V, par 
exemple (7|) ou — « »|V >; nous nous en tiendrons à la notation 
classique v. Y. 
2. L'application (y, y) &—— v.v est quelquefois appelée multiplication scalaire. 
De méme on exprime quelquefois (1) en disant que le produit scalaire est commu- 
tatif et, (2) et (3), en disant que le produit scalaire est distributif par rapport à 
l'addition des vecteurs. Ce sont des abus de langage car l'application 
Gy) — 7 
m'est pas une loi de composition interne, c'est une application de Ws x U, dans R. 
Si x est un plan vectoriel de *U;, c'est-à-dire un sous-espace vectoriel de Vs, de 
dimension 2, la restriction de fà x x = permet de définir le produit scalaire de 
deux vecteurs d'un plan vectoriel rencontré en classe de Seconde. Donc tout 
plan vectoriel de &, est un plan vectoriel euclidien. 


- 


DUIT SCALAIRE 


a) Quels que soient y, v/, vj de & nous avons 


ACER TER CN EE CS 
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d’où, en prenant y, = %, 
»6-—0.—0. 


i me 2 Pa 
Pour y = Ü on a donc G) = 0; comme on a ($)? > 0 pour tout y 0, on a donc 
quel que soit v de &, 


et Gy-o — 
b) Identités remarquables. 
Nous avons quels que soient les vecteurs v et v de &, 
Gy -6-.6-)-G 92i GY 
pam = +26.7) + CF 
G- =+ =O e. C204 C9» 
=0 -257+ mm 
=0 -257+ 07 
G4 5).G-) 2 +C Y) yy. Cv) 
=0- 0. 
Quels que soient les vecteurs Y et ÿ de & nous avons donc 
GHP 2f 26.3) + CF 
G- vy = GP — 26.5) + CF 
G+).6 7) = GG) 


c) Inégalité de Cauchy-Schwarz. 
Quels que soient Y et Y de & et à de R on a (v + à 7)? > 0 donc 
GaP = OF e 2G.) 403 > 0; 


si V 40, le polynôme 3° (9 23 (9.9) + O) est du second degré en 3 et il est 
positif ou nul quel que soit ^, donc son discriminant est négatif ou nul 


(Gy GG «o 
ou encore 
Gr) « EX. 
Si Ý = 0, les deux membres de cette inégalité large sont nuls; elle est donc encore vérifiée. 
Cherchons dans quel cas on a l'égalité (v . 7)? = G)? (F). Tout d'abord elle est vérifiée 
pour ÿ — dou  — 6. si Set Ÿ non nuls, elle n'a lieu que si A’ = 0; or quels que soient 
v e v non nuls, on a : 
A —0 <> [qxeR) (7)! + 236.7) 4: G)* = o] 
< [qae R Gr 37) -o] 


T 


—- [a3eR) v4 = ô] 
-— vet sont liés. 
Concluons : 
Quels que soient les vecteurs v et V de &, on a 
GE) « D GY. 


L'inégalité est stricte si et seulement les vecteurs v et V’ ne sont pas colinéaires. 


Cette inégalité est connue sous le nom d'inégalité de Cauchy-Schwarz. On peut encore 


l'écrire 
[21e VO VE. 


14.3 une EUOLIDIENNE D'UN VECTEUR DE i, VECTEURS UNI- 
A 


a) Norme euclidienne d'un vecteur de 83. 
Pour tout y de & on a (5)° > 0. Considérons l'application de 6; dans IR, définie par 
v— VE. 
Nous avons d'abord pour tout v (cf. 8 14. 2. a) 
VD =0 — isi. 
Nous avons ensuite quels que soient le vecteur v et le nombre réel a 
VEY =V e0 = la VO. 
Soient enfin deux vecteurs quelconques » et v’ nous avons 
Ge vy = Gf + 26.7) + GY 
or v.v < [v.v | et d’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz 
Bals VO VEY, 
donc 
$$ < VO VE, 
d'où 


G+ eG +2VO VE + CF - [VO + v GYT; 


les nombres VG 4 v)! et VOY + VGY étant positifs ou nuls sont dans le 


même ordre que leurs carrés, on a donc : 


VGE < VG + VOY. 


Concluons : 


Théorème et définition. 
L'application de &, dans IR, définie par 


VG 
possède quels que soient v et V de & et a de R les propriétés suivantes 
M VO =o n. vr; 
Ne VG = qa VO 
Ne VG VY < VO + VE. 


Lo nombre réel ^/ (Ç) est appelé norme euclidienne du vecteur v; on le note || v ||. 


On a donc quels que soient v et Y de & et a de R 


N, ls] 2 o <— i= 
Bs. lvl = tt Ml 
N. LEA ES ETE EZ 


L'inégalité N, est appelée inégalité trian, 
m dee gulaire; nous verrons les raisons de cette dénomi- 


Cherchons dans quel cas on a || y + # || = ll + Tout d'aboi 
ne E Pt di 


FEGH =O + 25.5 + > 
et 
M+ IPD = G* + 2/* VG + GP 

les deux nombres ||} + 7 || et ||v]| + |F || étant positifs ou nuls on a donc 

prne $| —- 572 VO VE, 
l'égalité du deuxième membre de cette équivalence implique que y et Ÿ sont colinéaires 
(cf. 514.2. c); il existe donc « tel que Y = « y. D'autre part y. Y — a (3)? devant être 
positif ou nul on a « > 0. Réciproquement si y = a y avec « > 0 on aura 


yy = VO VOT. 


Par conséquent on a : 


M> + vl I HM 


si et seulement si y ou Ÿ sont nuls ou s'il existe un nombre réel a > 0 tel que Ÿ = a y. 
D'autre part 


Isl = 1G) + C 9I «Isa vl I- FI 
cl m ll on d degit 


Isl — Il el + F; 


on montrerait de méme que ||} || — |||] < l|» + 7 || on a donc quels que soient les 
vecteurs y et v 


SAS] & We 1 MS + M- 


REMARQUE 
S'il existe he application f de E, espace vectoriel sur IR, dans IR, vérifiant quels 


que soient Yet v de E et a de IR les propriétés suivantes 
Ne 0 /f6)20 — =, 
NET 
Nm. 0/63) «76) 2 0G) 


SG) est encore appelé norme du vecteur v. 


exercices 
1. On sait que (R, +, X) est un espace vectoriel sur R. Montrer que, si x est un 
nombre réel quelconque, | x | est une norme de x. 
2. V, étant rapporté à une base (f, 3, X), montrer que si y = xf + »J + zk est un 
vecteur quelconque : 
| xl + |y] + |z| est une norme de 5, 
sup (| x, | yl. | z D est aussi une norme de v. 


b) Vecteurs unitaires. 


Définition. 
On dit qu'un vecteur de & est unitaire si et seulement si sa norme euclidienne est 1. 


Le vecteur à est donc unitaire si et seulement si 
Mal = 2. 
Soit v un vecteur non nul. Cherchons tous les vecteurs unitaires colinéaires à v. Soit à 
un tel vecteur, il faut trouver à réel tel que 
=a e lallen 
D'où 
I= pill - : 


C'est-à-dire 


on obtient donc les deux vecteurs 
» 


> » > 
n= et -—]) mr 
NE "UU 
Il y a donc deux vecteurs unitaires colinéaires à tout vecteur non nul, ils sont opposés. Il 
revient au même de dire que, dans toute droite vectorielle de s, il y a deux vecteurs uni- 
taires opposés. 
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€) Relations entre norme euclidienne et produit scalaire. 


Par définition la norme de v, soit ||v |, est égale à V/()°. Réciproquement la formule 
G +) = GP + 26.57) + GY 
nous permet d'écrire quels que soient y et v : 
ls FIP = ME + 26.2) + IJ 
d'où 


ss + #1 — PI — 151 


donc le produit scalaire de deux vecteurs peut s'exprimer à l'aide des normes de certains 
vecteurs. 


EXERCICE 
3. Calculer de méme || 5 — Ÿ ||; en déduire la formule 


Vo SIP + s SP = 2 QI + FD. 


14. 4 ORTHOGONALITÉ DANS £,. BASES ORTHONORMÉES DE &,. ____ 


a) Vecteurs orthogonaux. Définition. Premières propriétés. 


Définition. 


On dit que le vecteur v est orthogonal au vecteur V si et seulement si v. Ÿ = 0. 


Cette relation binaire, définie dans &, est symétrique car v . V = 0 implique y .y = 0. 
Nous dirons alors que les vecteurs © et v' sont orthogonaux. Cette relation n'est pas 


réflexive car si v  Ô alors v. v + 0. Le vecteur nul est orthogonal à tout vecteur. Nous 
allons montrer qu'il existe des cas d'orthogonalité autre que ce cas trivial. 


b) Procédé d'orthogonalisation de Schmitt. Bases orthogonales de &. 


On se donne une base quelconque (4, », w) de &;. Montrons qu'on peut trouver trois vec- 
teurs non nuls orthogonaux deux à deux. Cherchons d'abord un vecteur de la forme 


aus « étant un nombre réel que nous allons déterminer de manière que 
4.» —0 et 0. Ona: 


4-0 + nu G+a=0 > uva o 


et 3, 4 Ô car si s, = Ü on aurait Y + au = Ü et iet y ne seraient pas indépendants. 
Cherchons un vecteur de la forme w, = w + Bu + YY, B et y étant des nombres 
réels que nous allons déterminer de manière que 4.1 = 0, Ho = 0 et w,  Ô. On 
a: 
uo e pu +) = 0 
t uw4 se 446.) —0 
> b=— "h — (pusqueu.» = 0 ); 
G) 
de même : 
Ww m0 > 5 Bud rw) —0 
— hw +865) +G =0 


—— y= Ek (puisque*,.u = 0); 


le vecteur w ainsi trouvé n'est pas nul car si W, = 0 on aurait 
w$RekYW-Ó 
wd Bu yG + au) = 0 
Wd Bu ry = Ô 


et (i, v, W) ne serait pas une base. 
Donc à partir d'une base quelconque (4, », w) de &, on peut déterminer trois vecteurs 
non nuls 4, Yy, W, orthogonaux deux à deux. 


Montrons que ces trois vecteurs et plus généralement que trois vecteurs a, b, c non nuls 
orthogonaux deux à deux forment une base de €. En effet quels que soient les nombres 
réels «, B, y ona : 


(a + Bb + 6) = a (a) = 0 
(a+ pÈ + v6) = pF = 0 
Gà gb + ve) = x) = 0. 


aa ph + yt = Ô m 


atorar 


Comme 4, 5, € sont des vecteurs non nuls, (a)°, (b)^, (5). sont des nombres réels non nuls, 
donc a = 8 = y = 0. Concluons : 


Théorème. 
Il existe trois cas et trois cas seulement où le produit scalaire v.v est nul : 
1. v=ð 
2-0 


3. V et Ÿ sont non nuls et orthogonaux, ils sont alors indépendants. 
Il existe dans & des bases orthogonales, c'est-à-dire formées de trois vecteurs non 
nuls orthogonaux deux à deux. 


Le procédé ci-dessus qui permet de déduire d'une base quelconque (4, ÿ, W) de & une 
base (4, v,, #,) orthogonale est appelé procédé d'orthogonalisation de SCHMITT. 
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€) Vecteur orthogonal à un sous-espace vectoriel de £. Sous-espaces vectoriels de £, ortho- 
gonaux. 

Définitions. 
1. On dit qu'un vecteur est orthogonal à une droite vectorielle de £, si et seule- 
ment s'il est orthogonal à tous les vecteurs de cette droite vectorielle. 
2. On dit qu'un vecteur est orthogonal à un plan vectoriel de &, si et seulement 
S'il est orthogonal à tous les vecteurs de ce plan vectoriel. 
3. On dit que deux sous-espaces vectoriels de £, sont orthogonaux si et seu- 
lement si tout vecteur de l'un est orthogonal à tout vecteur de l'autre. 


Il reste à prouver l'existence de vecteurs ou de sous-espaces vectoriels répondant à ces 
définitions. Remarquons que si un vecteur 4 est orthogonal à une droite vectorielle A 
de 8, à est orthogonal en particulier à un vecteur directeur 7 de A. Réciproquement 
&. u = 0 —> à. (Au) = 0, à étant un nombre réel arbitraire, donc 4 est orthogonal 
à tout vecteur de A. On peut énoncer : 

Théorème 1. 


Pour qu'un vecteur soit orthogonal à une droite vectorielle de &, il faut et il suffit qu'il 
soit orthogonal à un vecteur directeur de cette droite vectorielle. 


Si un vecteur à est orthogonal à un plan vectoriel = dont une base est (1, $), à est ortho- 
gonal en particulier à i et v. Réciproquement si 4.4 = à. ÿ —0 ona: 
a. n) 


À et n étant des nombres réels arbitraires, donc a est orthogonal à tout vecteur de x. On 
peut énoncer : 


Théorème 2. 


Pour qu'un vecteur soit orthogonal à un plan vectoriel de &, il faut et il suffit qu'il soit 
orthogonal à deux vecteurs d'une base de ce plan vectoriel. 


Si E et E' sont deux sous-espaces vectoriels de &, orthogonaux, tout vecteur d'une base B 
de E est orthogonal en particulier à tout vecteur d'une base B' de E^, 

Réciproquement soient deux sous-espaces vectoriels E et E’ de 8, tels que tout vecteur 
d'une base B de E soit orthogonal à tout vecteur d'une base B' de E'. Un vecteur quelcon- 
que y de E est une combinaison linéaire des vecteurs de B et un vecteur quelconque 7 
de E' est une combinaison linéaire des vecteurs de 8’. Comme tous les produits scalaires 
de deux vecteurs, l'un de B et l'autre de B’, sont nuls, il en résulte que y . » = O et tout 
vecteur de E est orthogonal à tout vecteur de E'. On peut énoncer : 


Théoràme 3. 


Pour que deux sous-espaces vectoriels de & soient orthogonaux il faut et il suffit 
que tout vecteur d'une base de l'un soit orthogonal à tout vecteur d'une base de l'autre. 


Exemples. 1. Soient deux droites vectorielles de &;. Pour qu'elles soient orthogonales il 
faut et il suffit que leurs vecteurs directeurs soient orthogonaux. 


2. Soient A une droite vectorielle de vecteur directeur u et = un plan vectoriel dont une 
base est (V, #). Pour que A et = soient orthogonaux il faut et il suffit que 


ua! — uy — 0. 


Problème 1. Cherchons l'ensemble E des vecteurs orthogonaux à une droite vectorielle A 
donnée. 
Si à est un vecteur directeur de A, E n'est autre que l'ensemble des vecteurs orthogonaux 


à à, d’après le théorème 1. A partir de 4 + Ü nous pouvons former une base (ù, b, w) 
de & (cf. § 11. 8). A partir de cette base, par le procédé d'orthogonalisation de SCHMITT, 


nous obtenons une base orthogonale (ù, v, #1) de £y. Soit a = xu + »1-+ zw, un vec- 
teur quelconque de &, on a : 
GCE) «—e (xi + yn + 2m) ù 0 
< x =0 
—- x-0; 
E est donc l'ensemble des vecteurs de &, de la forme a — JY, + zw, y et z étant des 


nombres réels arbitraires, c'est-à-dire le plan vectoriel de £y dont une base est (5, m). 
L'ensemble des vecteurs orthogonaux à une droite vectorielle est un plan vectoriel. 


Probléme 2. Cherchons l'ensemble F des vecteurs orthogonaux à un plan vectoriel x donné. 
Soit (4, *) une base de =. On peut compléter 4 et v avec un troisième vecteur w de manière 
que (4, Y, W) soit une base de & (cf. § 11. 8). Par le procédé de ScHMIrr, on peut déduire 
de cette base une base orthogonale (u, Y, w) de &. D'après le théorème 2, F n'est autre 
que l'ensemble des vecteurs orthogonaux à 4 et », qui forment une base de x. 

Soit à — xu + y», + zw, un vecteur quelconque de & on a : 


Gen (xu + y» + ze). = 0 
a <-> 


x) = 
x i) + y GJ 


F est donc l'ensemble des vecteurs de & de la forme à = zwy, z étant un nombre réel 


arbitraire, c'est-à-dire la droite vectorielle de 6, de vecteur directeur w. L'ensemble des 
vecteurs orthogonaux à un plan vectoriel est une droite vectorielle. 


d 


REMARQUE è - 
Peut-on avoir deux plans vectoriels de &y orthogonaux ? Soient x un plan vectoriel 


dont une base est (i, 5) et » un plan vectoriel dont une base est (7, y). D'après le 
théorème 3, pour que # et »' soient orthogonaux il faut et il suffit que à soit ortho- 
Pev y soi Tev. Donc u et v appartien- 
nal à if et Ÿ et que Ÿ soit également orthogonal à W et V". Donc uet Y appar 
diraient à une méme droite vectorielle orthogonale à 7’, ce qui est impossible puisque 
Tet v forment une base de x. Donc, dans &, il n'y a pas de plans vectoriels orthogo- 
naux. 


d) Bases orthonormées de 8. 
Le procédé d'orthogonalisation de Schmitt a montré l'existence de se per) 
de &. On a déduit d'une base quelconque (4, », w) une base orthogonale G yy v). 9n 


m. u u 
sait (cf. § 14. 3. b) qu'il existe deux vecteurs unitaires colinéaires à u qui sont Ta = FT 
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5 * e * 
de méme FI et — EI sont unitaires et colinéaires à Y, mn et — p24 sont uni- 
m I" TI EIS Fol 
taires et colinéaires à w,. En remplaçant chacun des vecteurs 4, », w, par l'un des 
deux vecteurs unitaires qui leur sont colinéaires, on obtient une base formée de trois 
vecteurs orthogonaux deux à deux et unitaires. Une telle base est dite orthonormée. 
Théorème et définition. 
Il existe dans &, des bases (7, 7, K) telles que 
Pkeki-ij-o l= N = Ml = 1. 
Une telle base est appelée base orthonormée de 6. 


Soit une base orthonormée (F, 7, Æ) de &. Pour tout vecteur y il existe un triplet unique 
(x, y, 2) de nombres réels tels que 
y — x yl a zk. 
On en déduit 
rt Gi toj + 2) à = xG 9G. +: D; 
vJ = Gi + 5 + 2h) j = y, 
vk = Qd + 5 + À). 


L] 


z 


Donc : les coordonnées d'un vecteur v de & dans une base orthonormée sont les produits 
scalaires respectifs de v par les vecteurs de cette base. 
Cherchons le produit scalaire de » = xi -- yj +k et Y — xí + yj + zh. 
Ona: Vy — Qj + x). GE y] + 2%) 
BEA UR A s z 
= w CY t xy (3) + ar ED yx G + »y GF 
yr GE) + zv EI + zy G3) 22 (9. 
Comme la base (7, 7, #) est orthonormée on a 
GO = GY = @ = 1 
TJ imik=ti=t. 


donc WY — xx! + yy + zz. 
En faisant ÿ = V on obtient G)? = x? + y? + 2 d'où 


Ill = VEFA F Z. 
Concluons : 


Théorème. 


Les vecteurs V et V' quelconques de 6, ayant pour coordonnées respecti 
x’, y', 2! dans une base orthonormée de 6, on a: uad 


VY Tx + +2 | 
= Vx xz 


hd 


Corollaire. 


Dans les conditions du théorème ci-dessus les vecteurs v et V’ sont orthogonaux si 
et seulement si : 


xx +yw+z'=0 


EXERCICES 
&, étant rapporté à une base orthonormée : 


1. On donne 5 (1, — 1, 2), trouver les vecteurs unitaires colinéaires à v. 


2. On donne 7 (4/3, — 1, 2) et Y' (— 1, 4/3, z’), déterminer z' pour que v et soient. 
orthogonaux. 


Dans le cours de Seconde nous avons appelé plan euclidien le plan affine associé au 
plan vectoriel euclidien &, ; de méme dans le chapitre 16 nous étudierons l'espace eucli- 
dien de dimension 3 c'est-à-dire l'espace affine associé à l'espace vectoriel euclidien 8y. 
Auparavant il nous faut étudier certaines applications linéaires remarquables de 6s 
dans È, qui nous conduiront aux notions de rotations et d'angles (Sections II et HI 
du chapitre 14) et à l'étude des fonctions circulaires (chapitre 15). 

Ce n'est qu'ensuite que nous aborderons dans le chapitre 16 l'étude géométrique et 
analytique de l'espace euclidien de dimension 3. 


[ur Isométries et rotations vectorielles de &, 


14.5 ISOMÉTRIES VECTORIELLES DU PLAN VECTORIEL EUCLIDIEN &,. 


a) Définition. 


Soit f une application linéaire de 5, dans & qui conserve la norme de tout vecteur de Ès; 
c'est-à-dire que f est une application linéaire de &, dans 8, telle que 


w Gee) O= Il. 
Cherchons le noyau d’une telle application linéaire, c'est-à-dire (cf. § 11. 10) l'ensemble 
des vecteurs v de &, tels que (5) — 0. On aura donc pour ces vecteurs ||/ (7 || = 0 donc 


JŠ || 0; c'est-à-dire ÿ = 0. Le noyau de fest donc (0); il en résulte que cette application 
linéaire de &, dans 8, est bijective (cf. § 12. 9 b). Concluons : 


Théorème et définition. 
Toute application linéaire de &, dans & conservant la norme de tout vecteur de &, est 
bijective. Une telle application linéaire est appelée isométrie vectorielle du plan 
vectoriel euclidien 6,. 


Une isométrie vectorielle de 8; est donc un isomorphisme du plan vectoriel euclidien 8, 
sur lui-même, conservant la norme de tout vecteur de Èg. 

Il existe des isométries vectorielles de &, par exemple l'identité de 6, et la bijection 
$ — — v. Nous les trouverons toutes au $ 14.6 en cherchant leurs matrices relati- 
vement à une base orthonormée de 6;. 
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REMARQUE 


On ne confondra pas isométrie vectorielle de £, avec isométrie du plan affine eucli- 
dien E, étudiée en classe de Seconde. Choisissons un point O dans E,. Soient A et B. 


deux points quelconques de E,. Il existe une bij ion 9g de 
deux pots quela jection so de E, sur & qui associe à 


$= go(A)=0A, W= 90(B) = OB. 
Soit f une isométrie vectorielle de &,, elle associe à y et w les vecteurs 
16) P=). 
Les images par 95! ee sont les points 
=), B = 651 (5). 
Nous avons donc les schémas : 


PAS AN ORC ME, c 


HA be v cnr EL 


w wg 


Por f, 5 étant des bijections, leur composée gg! o fo vo est une bijection de E, sur Es. 
On a d'autre part : 


KP = OÙ — OÙ = (5) — 16) -,/G-2 
= 18 — OÀ) = /(XB) 
et d'après (1) lcs = [|n 
c'est-à-dire d (A', B') = d(A, B). 
Donc qg! o f'o 9o est une isométrie du plan affine euclidien E, (cf. cours de Seconde). 
b) Propriétés caractéristiques des isométries vectorielles de &z. 


1. Soit une isométrie vectorielle f de &. Si Y et Ÿ sont deux vecteurs quelconques de £, 


d'images / (5) et / (7), calculons les produits scalaires v . Ÿ et /(5) . (57) au moyen de 
normes. On a vu (cf. $ 14. 3. c, le résultat a été établi dans 6, mais il est encore vrai 
dans &j) que : 


e$ 23e v[f — II — Ulp: 
de même FGC = 101/60 HOF- IO- Ir GOD. 
puisque f est linéaire on peut écrire 
IOLO 2 3066 DIE- OF- OD 
et d'après D sG = 3015 FIE BP- PD 
donc £460) - v9 


le produit scalaire de deux vecteurs quelconques est invariant dans une isométrie vectorielle. 
Réciproquement soit une application linéaire f de &; dans 8, laissant invariant le produit 


scalaire de deux vecteurs quelconques. On a en particulier pour y = y : 


10.10 EOS 


donc Ir - Il. 
Concluons : 


Théorème 1 


Pour qu'une 
suffit qu'elle 


lication linéaire de &, dans 6, soit une isométrie vectorielle il faut et il 
isse invariant le produit scalaire de deux vecteurs quelconques de &,. 


2. Soit une isométrie f de 83. Si est un vecteur unitaire c'est-à-dire si ||v|] = 1, i 
résulte de (1) que [FOI = 1. Si 9 et 7 sont deux vecteurs orthogonaux c'est-à-dire 


.V — 0, il résulte du théorème 1 précédent que /(5) ./ (v) = ». v = 0. Donc 
n image par une isométrie vectorielle de &, d'un vecteur unitaire est un vecteur unitaire, 
l'image de deux vecteurs orthogonaux est aussi formée de deux vecteurs orthogonaux, 
par conséquent l'image d'une base orthonormée de 8, est aussi une base orthonormée 
de &. 

Réciproquement soit une application linéaire f de 6, dans 6; telle qu'il existe une base 
orthonormée (7, 7) dont l'image (f (1), /(/)) est une base orthonormée. Soit » — x1 + yj 
un vecteur quelconque de &, on a : 


£G) = 5 Gi + si) = À + QG) (puisque f est linéaire) ; 


lr GIF = IG) +» OF 
=A OSO + 2070.10) + rG). sG) 
i E (puisque (7 (1), f G)) est orthonormée) 


on a donc (1) et f est une isométrie vectorielle. Concluons : 


d'où 


Théorème 2. 

Pour qu'une application linéaire f de &, dans & soit une isométrie vectorielle il faut et il 
suffit qu'il une base orthonormée de &, ayant pour image par f une base ortho- 
normée. 


© Le groupe des isométries vectorielles de 6;. 


Désignons par J l'ensemble des isométries vectorielles de 6,. Soient deux isométries 
vectorielles f et f de 8. f et f’ étant des applications linéaires, la composée f’ o f est aussi 
une application linéaire de &, dans & (cf. $ 11. 11). 


Soit y un vecteur quelconque de 83; f étant une isométrie vectorielle on a : 


lr 6 I - Ill. 


/f' étant une isométrie vectorielle on a : 


le GO = OI 
donc le COI = Il 
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et f' o f est une isométrie vectorielle de &,. La composition des applications est donc 
une loi interne définie sur J. On sait que la composition des applications est associative. 


L'application identique ide, : Y — » est une isométrie vectorielle et c'est l'élément. 
neutre pour la composition des isométries vectorielles de 8,. Soit enfin une isométrie 
vectorielle f de 8; f est une application linéaire bijective (cf. $ 14. 5. a), elle admet donc 
une application réciproque f=} qui est une application linéaire bijective de & sur ê, 
(cf 8 11. 11). Soit v un vecteur quelconque de 8, d'image », par/-ona: 

f36)— > =). 
Puisque f est une isométrie vectorielle on a : 

GI = Isl. 

donc 


le 6 - I. 


et f-1 est une isométrie vectorielle de 83. Tout élément de (J, o) est donc symétrisable. 
Concluons : 


Théorème. 


L'ensemble des isométries vectorielles de £,, muni de la composition des applications, 
est un groupe. 


Notons que ce groupe (J, o) est un sous-groupe du groupe linéaire de £; (cf. § 11. 11). 


MATRICE D'UNE ISOMÉTRIE DE 5, DANS UNE BASE ORTHO- 
NORMÉE. ROTATION VECTORIELLE 


Étude des coefficients de la matrice associée à une isométrie vectorielle de 6,. 


Soit une isométrie vectorielle f de &, de matrice tk 3 dans une base orthonormée 


(È, j). On a (ef. 812.9: 
=i a fG)= + 


l'image de (i, 7) est une base (f (:), f ()) orthonormée (cf. $ 14.5.b) donc. 


lrl-MOl-: « r:0;0-o 
c’est-à-dire : 
a) &+b=1, 
@ a+d=1, 
6) ac + bd = 0. 
La relation (3) s'écrit 
ac — — bd 
d'où 
ac? = pao, 


D'aprés (1) et (2) on a alors : 


ei = (1 — a?) (1 — e) 
= 1— a e+ ac? 


&+e=1 
Quels que soient a, b, c, d vérifiant (1), (2) et (3) on a : 
SERI] = à (= à ou d— — a, 
isl) -9—e4e-5 ou: cim — b): 
Si d—a 40, comme ac = — bd, on ne peut avoir que c — — b; 
Si d=—a#0, comme ac= — bd, on ne peut avoir que c — b. 
Si d=a=0, ona c=b où c=—b 


donc la matrice d’une isométrie vectorielle de &,, dans une base orthonormée, est de 
l'une des formes, dans tous les cas : 


a S) 


avec a? + bh = 1 


ou 


avec d + bè = 1 


Réciproquement soit une application linéaire f de &, dans &, de matrice A ou B dans une 


base orthonormée (1, 7) de &. 
Dans le premier cas, 


fG-a4-5 et arios = NE d 


10) =- + à 

Dans le deuxième cas, 
f-d4d-5 et 

Donc, dans les deux cas, 


LOI-LOI-VFFF-1 a 7040-0 


et l'image de la base orthonormée (, ) est une base orthonormée (f (1), f Ġ)). 
Donc f est une isométrie vectorielle de 8; (cf. § 14. 5. b théorème 2). 


f -s5-—as ave a+bt=1. 


Concluons : 


Théorème. = 
Pour qu'une application linéaire de &, dans £, soit une isométrie vectorielle il faut et il 
suffit que sa matrice, dans une base orthonormée, soit de l'une des formes 


067) a wf 25 


avec dans chaque cas 


a 4b -1. 
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Nous désignerons par la suite ces matrices par « matrice du type (I) » ou « matrice du 
type (ID ». Remarquons que l'on a (cf. 8 12. 8 a). 


a —h |a —b 
20-3 -i-és- 
Cu ves) LET 
aet (5 Boal e | — (è +b) = —1. 
REMARQUE 


1. La condition det E 3) = + 1 ne caractérise pas les matrices de type (I); en 


effet en prenant c = — b + ka, d = a + kb avec aè + bè = Let k #0 on a 
ad — bc = 1 et la matrice considérée n'est pas de type (D. 


b) Étude de l'ensemble des matrices du type (D. 
Soient deux matrices du type (I) : 


— b ud 
A-( d avec dip — 1 et Are (s 2) ROO RES > 
ona 
(ad — bb — — (ab + ba 
ar artum) 


Nous avons vu au $ 12. 8 b que det (AA!) = (det A) (det A") donc 

(aa! — bb'}? + (ab! + ba'! = det (AA!) = 1x 1— 1, 
donc AA! est du type (I) et la multiplication matricielle est une loi interne pour l'ensemble 
des matrices du type (I). 
La multiplication des matrices de type (I) est associative comme la multiplication des 
matrices 2 X 2 quelconques (cf. § 12. 7 c). 
Il est évident que AA’ = A'A, donc la multiplication des matrices de type (I) est com- 
mutative (ce qui n'est pas le cas pour la multiplication des matrices 2 x 2 quelconques). 


» X 10 
La matrice unité I, ( À (cf 8 12. 7 c) est du type (I) et c'est l'élément neutre pour 


la multiplication des matrices du type (D. 
Étant donnée une matrice 


^-( mi a+b=1 


cherchons une matrice 


E apri 
telle que AA! — A'A = Ta; 
c'est-à-dire 
(ER — (ab +ba)\ (1 0 
ab' + ba’ aa — bb' ] NO j): 
ou encore : 


ce dernier système d'équations d’inconnues a' et b' peut s'écrire : 


BEN e 
ba! + ab' = 0 


le déterminant du système est $ mal = a+ b? = 1 # 0; ce système admet donc 


" T. 
une solution unique, on trouve (a', b') = (a, — b) et la matrice A' = i ? À est bien 


du type (D. Donc toute matrice du type (I) admet une matrice inverse du type (I) 
Concluons : 


Théorème. 


pra avec a? + b’ = 1, muni de 
b à 


la multiplication matricielle, est un groupe commutatif noté (O1, x). 


L'ensemble des matrices du type (I) soit A = 


REMARQUE 
2. Comme det A — 1-0, nous savions que toute matrice A admettait une 
matrice inverse (cf $ 12, 9), mais nous ne savions pas que A~? était du type (D. 


E. ) l'inverse de A, remarquons que les colonnes de A-! sont 

les lignes de A. Plus précisément le terme de la p* ligne et g* colonne de A~ (p, q égaux 

à 1 ou 2) est égal au terme de la q ligne et p° colonne de A. 

D'une maniére générale on dit que la matrice (E 3 est la transposée de la 
(ee 

matrice (5 4 

Nous voyons que toute matrice de type (I) a pour inverse sa transposée. 


Si l'on note A-1 — ( 


ExEROIOES 
1. Montrer que l'ensemble, noté Os, des matrices du type (I) ou (II) muni de la 
multiplication matricielle, est un groupe. Le groupe (O,, X) est-il commutatif? 
Montrer que le groupe (3 .0) est isomorphe au groupe (O, X). 
2. Quel est l'inverse d'une matrice de type (II)? L'ensemble des matrices du type (ID, 
muni de la multiplication matricielle, est-il un groupe? 


Rotations vectorielles. 

Il semble tentant, parmi toutes les isométries vectorielles de 6j, de qualifier d'une manière 
particulière celles dont la matrice dans une base orthonormée est du type (1) : nous ne 
pouvons le faire immédiatement, car nous ne savons pas, à priori, si f, isométrie vectorielle 
de &y, ayant une matrice de type (T) dans une base orthonormée, a une matrice de type (I) 
dans toute base orthonormée. En fait ce résultat est exact, voici sa démonstration. 

Au paragraphe 12. 6, ne changeant pas de base nous avions noté M (/)la matrice associée 
à f dans une base déterminée, ici, devant changer de base, nous prendrons une 
notation plus compliquée indiquant la base. 

Soit f une isométrie vectorielle de & qui, par rapport à une base orthonormée (1, }) a une 
matrice de type (I) que nous noterons : 


^-MGhD-(o Ta 


aj 


On a donc =+, SG)= -i +a. 


169 


Donnons-nous une nouvelle base orthonormée (7, j'); il existe une application linéaire 
et une seule g de &, dans 6, telle que (cf. 8 12. 6 a) : 


s-? £0)-7. 


L'image de la base orthonormée (7, 7) par l'application linéaire g étant une base ortho- 
normée, g est une isométrie vectorielle de 8, (cf. $ 14. 5 b); g a donc, relativement à la 


base orthonormée (7, 7) une matrice du type (I) ou du type (II), soit : 

ue cB 

M 

Dans le premier cas nous noterons (7, Jí) la nouvelle base orthonormée, on a donc : 
Peut, Å=eÜ)=-8i +o, 


ou bien f = 2 avec sp -IL 


et dans le second cas nous la noterons (Ë, Ji), ce qui nous donne 
P=at+ef, =p- aje: 


Sur la figure 1 les vecteurs f, 7, 7, Ji, J sont représentés par des bi-points d'origine O. 


x 
fig. 1 
REMARQUE 


3. Le vecteur À étant quelconque, nous retrouvons bien deux bases orthonormées 
possibles de premier vecteur À : les bases (77, jj) et (P, À) où = — Ñ. 


Premier cas. Cherchons la matrice 
A = MG, EX 


de f relativement à la base (1; Ji). Ses colonnes sont respectivement les coordonnées de 


JG) et (7) sur la base orthonormée (7^, 7j). 
Or les matrices 


^-MGLp-(j-7) «à &-wGLhD-( 7 


où d'--P —1 et c-r 8 — 1, appartiennent au groupe commutatif (Of, X) 


des matrices de type (D; donc AP, = P,A; une base étant choisie, ici (1, j), nous 
savons que f .——— M (f) est un isomorphisme (ef § 12. 7), par conséquent : 


fog -—gof. 
Cette relation nous permet de calculer facilement f (7) et (7) sur 1a base (7, À). On a : 
£6) = rl ON = 8 Lr 6)] = e (ai + 5) 
= ag (i) + bg G) = ai + bh, 
sG) =f le G) = s IFG) = e (— b + aj) 
= — bg (Ï) + ag G) = — 6 + ah. 
Donc 


A -MG À, D = MU, ED = hg =) ave a+b= 1 


Dans ce cas les matrices de l'isométrie vectorielle f sont les mêmes dans les deux bases 


orthonormées (i, j) et (P, À) : elles sont donc du type (D. 
Deuxième cas. Pour calculer la matrice 


ASMER 
il suffit de calculer f (7) et f (/]) en se rappelant que ; = — Ñ ; on a : 
SË) = où + bh = di — bhy, 
(0 -=-= — SÈ) = — (= Ë + ah) = 6 — ah 
= F + ah 
On a donc 


MGED=( =} MGrD=( SE à 


avec a? + b? = 1. Elles sont toutes les deux du type (I); de plus a reste invariant et b est 
changé en — b. 
De l'étude des deux cas nous pouvons conclure : 


Théorème. 


Si une isométrie vectorielle f de & a, dans une base orthonormée, une matrice de type (I), 
cette isométrie vectcrielle a dans toute base orthonormée une matrice du type (I). 


D'une manière plus précise si on écrit (^ s) cette matrice, les nombres a et | b | sont 


indépendants de la base orthonormée choisie et ne dépendent que de l'isométrie vecto- 
rielle f. 


b 
normée (1, ), alors, dans toute base orthonormée (i^, j^), f a pour matrice 


C'est-à-dire que si f a pour matrice. ( e o) avec a? + b? = 1, dans une base ortho- 


(Es Een) ave dip, 


e étant égal soit à + 1 soit à — 1. 
m 


En convenant de n'utiliser que des bases orthonormées, le fait pour l'isométrie f de &, 
d'avoir une matrice de type (I) est indépendant de la base choisie, nous dirons que c'est 
une propriété intrinsèque de f; nous pouvons maintenant poser la définition suivante : 


Définition. 


Toute isométrie vectorielle de & ayant une matrice du type (1) dans une base ortho- 
normée quelconque est appelée rotation vectorielle de &,. 


d) Premières propriétés des rotations vectorielles de £j. 


Désignons par R l'ensemble des rotations vectorielles de &,. Une base orthonormée 
étant choisie, soit f € R, la matrice M (f) dans cette base appartient à Of, ensemble des 
matrices de type (I). Considérons l'application 

R —— oi 

f — M) 
d’après la définition de R cette application est surjective. 
D'autre part (cf. § 12. 6) nous savons que quels que soient les applications linéaires f et f", 
une base étant choisie, la relation f+ f' implique M (f) # M (/"), donc l'application 
considérée est injective. Elle est donc bijective. 
Enfin quelles que soient les rotations vectorielles f et f’, une base orthonormée étant 
choisie dans & on a : 

M(fof) - MU)X Mf) 


donc f o f" a une matrice de type (1), c'est-à-dire appartenant à Ož et l'application consi- 
dérée est un isomorphisme de (R, o) sur le groupe commutatif (Of, x), donc (R, o) 
est un groupe commutatif. Concluons : 


Théorème et définition. 
L'ensemble des rotations vectorielles de & muni de la composition des applications est 
un groupe commutatif isomorphe à (Of, x). 

Il est appelé groupe des rotations de £, 


Le groupe (R, o) est donc un sous-groupe commutatif du groupe (J, o) des isométries 
vectorielles de 65; rappelons que ce dernier n'est pas commutatif (cf. $ 14. 5 b exercice 1). 
Soient i et if deux vecteurs unitaires quelconques de 6,. Cherchons s'il existe une rota- 
tion vectorielle f de 6, telle que i = f (4). 

Soit y un vecteur unitaire orthogonal à 4; déterminons la matrice de f dans la base ortho- 
normée (a, y). 

Désignons par (a, b) les coordonnées de 1 dans cette base, on a donc : 

a) W = au + bv. (avec a* + b — 1). 

Si f existe, sa matrice dans cette base est de type (I), elle est donnée par 


La matrice ne peut donc être que Ç ka HI a et b étant définis par (1). Or il y a une 


14. 7 


sU (a —b) 
et une seule application linéaire f de &, dans &, ayant pour matrice ( 2 dans la 


base (4, »); cette matrice étant de type (D, f est une rotation vectorielle. 
Concluons : 


Théorème. 


Étant donnés deux vecteurs unitaires t et Ù' de & il existe une rotation vectorielle 
unique / telle que v = f Ù). 


ORIENTATION DE £. COSINUS ET SINUS D'UNE ROTATION 
VECTORIELLE 


Orientation de 8;. 


— b) 
Soit une rotation vectorielle f de matrice (P ) dans une base orthonormée (1, 7). 


Soit une autre base orthonormée (7, f). On a vu qu'il existe une isométrie veciorielle 
unique g qui associe à 1 et } respectivement les vecteurs /' et J. 
Si Ÿ — ai + B), la matrice de g dans la base (4, /) est 


MG) -(; 


zA) ou M() 


etf=e(—8i+aj) (@=1 ou c=- 1). 
Et ona vu que, dans la base orthonormée (7, J), la matrice de f est 


E 


1. On peut faire une partition dans l'ensemble des bases orthonormées en deux classes : 
la classe des bases orthonormées telles que la matrice de f dans chaque base de la classe 


Donc : 


es f m y On dit qu'une telle base a méme sens que (7, 7); 
la classe des bases orthonormées telles que la matrice de f dans chaque base de la classe 
ex (2. Pon dit qu'une ee tuse et (G, J) sont de sens contri 


2. On obtient une base (7, ^) de la première classe si et seulement si e = 1 donc si et 


seulement si M(g) — E E j c'est-à-dire si et seulement s'il existe une rotation vec- 


a 
torielle qui associe à 7 et } respectivement À et J. ' 
On obtient une base de la deuxième classe si et seulement sie — — 1 doncsiet seulement 


ame o) 


z= 
3. Si (Ë, 7) est une base de la première classe, (7, — F’) est une base de la deuxième classe. 
Ces remarques nous conduisent à la définition suivante : 
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Définition. 

Orienter le plan vectoriel euclidien 6, c'est : 

1. Choisir une base orthonormée (7, 7) de &. 

2. Faire une partition dans l'ensemble des bases orthonormées de &, en deux classes : 
la classe des bases de même sens que (7, /), on dit qu'une base appartenant à c 
classe est de sens positif ; la classe des bases de sens contraire, on dit qu'une bi 
appartenant à cette classe est de sens négatif. 


b) Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle, 6; étant orienté. 


Le plan vectoriel euclidien & étant orienté par le choix d'une base orthonormé (7, 7), 


soit une rotation vectorielle f de matrice (E y j dans cette base (7, /). On a : 


I= ith a SÖ)=- ia. 
Le nombre réel a = 7. f (ï) est indépendant de la base orthonormée choisie. Ce nombre a 
s'appelle le Cosinus de la rotation vectorielle f. On le note Cos f. 


Considérons le nombre réel 5 = 7 . /(1). 
On a vu que b est indépendant de la base orthonormée de sens positif c'est-à-dire ayant 


le méme sens que (F, /). Ce nombre b s'appelle le Sinus de la rotation vectorielle f. On le 
note Sin f. 


Donnons une autre interprétation de b. Dans la base (7, /) on a : 
ae (3, 7()) = 


Théorème et définition. 


Le plan vectoriel euclidien &, étant orienté par le choix d'une base (7, 7), une rotation 


vectorielle f a dans toute base orthonormée positive — c'est-à-dire du sens de (7, /) — la 
méme matrice 


[n ne) avec a? + bè = 1. 


Les nombres rée et b sont appelés respectivement Cosinus et Sinus de la rota- 
f et notés 


a-Cof, b=Sinf 


On définit ainsi deux applications de l'ensemble R des rotations vectorielles de 6, 
dans [R. 


Cos: R ——. R Sin: R —— R 
f — osf £f — Sinf. 


Ces définitions montrent encore que : 
FÜ) =ai +b} = Cosf 1 + Sinf]. 
De plus puisque a? + b? = 1, quelle que soit la rotation vectorielle f de &y, on a 


(Cos f}? + (Sin f} = 1 


Cette égalité s'écrit aussi Cos? f + Sin? f = 1. 
D'autre part la multiplication des matrices va nous permettre de calculer le Cosinus et 
le Sinus de la composée de deux rotations vectorielles f et f’ : 


Dans la base orthonormée (7, 7), la matrice de la rotation vectorielle f peut s'écrire : 
Cosf — Sin ? 
MO = (Sin T caf] 


celle de la rotation vectorielle f" : 


„(Cof  —Sinf' 
E ea AA 
on sait que M (fof) = MU) x MU" 


ga: i ^ Si Cosf' — Sinf" 
un E = a] ( ) 


Sin(fof) ^ Cos(fof))  \sinf — Cosf] ^ NSinf! — Cosf 


d'où le Cosinus et le Sinus de la composée de deux rotations vectorielles : 


Cos (f of") = Cos f Cos f' — Sin f Sin f' $ 
Sin fof’) = Sin f Cos f' + Cos f Sin f' 


Calculons enfin le Cosinus et le Sinus de la rotation vectorielle /-1 réciproque de la rota- 
tion vectorielle f. " 
La matrice de la rotation réciproque f-1 de f dans la base (i, 7) est : 
a (Cos (79. — Sin E 
MOD = (goo CU 
on sait qu'elle peut s'écrire (cf. § 14. 6 b) : 
E Cosf Sin f) 
Mi pee (Boe Cos f, 


Cs g= Cosf| 
donc Sin (f?) = — Sin f 


Deux rotations vectorielles réciproques l'une de l'autre ont même Cosinus et des Sinus 


opposés. 
III. Les angles dans s, 


14.8 ANGLE DE DEUX DEMI-DROITES VECTORIELLES DE 5; ——— 


a) Angle de deux demi-droites vectorielles de 6,. 


Définition. 
Soit un vecteur non nul à du plan vectoriel V,. On appelle demi-droite vecto: 
de vecteur directeur u, l'ensemble des vecteurs Au où À est un nombre réel positif ou 
mul quelconque. 
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Soient, dans le plan vectoriel euclidien &, deux demi-droites vectorielles D et D' de vec- 
teurs unitaires u et W. On sait (cf. $ 14. 6 d) qu'il existe une rotation vectorielle unique f 
qui à & associe le vecteur W. On a : 
ŒAERD SOI) =x) = v, 
donc l'image par f d'un vecteur quelconque de D est un vecteur de D’. 
Réciproquement 
MERY Far) = afa (i) = ru 


donc AW = f (àu) et tout vecteur de D' est l'image par f d'un vecteur de D. On peut 
énoncer : 


Théorème. 


Étant données deux demi-droites vectorielles D et D’ de &,, il existe une rotation vec- 
torielle et une seule qui associe à D la demi-droite vectorielle D’. 


Soient, dans &, des demi-droites vectorielles Dj, Dj, Da, Ds. 
Soit D l'ensemble des demi-droites vectorielles de &,. Considérons la relation dans 
D x D entre (D;, Dj) et (D, D;) définie par : 
«Il existe une rotation vectorielle f de 8, telle que 
f(D)—-Dj e  f(D)—Di» 

Cette relation est manifestement réflexive. 
Elle est symétrique. 
Enfin si : 

fD)=D e fD)=D; 

f(D)—D; et  f(D) =D; 
alors 


fD)-—-Di; et  f(D)—D; 


La relation est donc transitive; c'est donc une relation d'équivalence. 


Concluons : 


Théorème et définition. 
E ue solent les couples (Dy Di) et (D, D;) de demi-droites vectorielles de &, la 
« Il existe une rotation vectorielle f de £, telle que 

f(D)-Di et /(D)-—0Dij» 
est une relation d'équivalence dans D x D, D représentant l'ensemble des demi- 
droites vectorielles de &,. 


Toute classe d'équivalence pour cette relation est appelée angle de deux demi- 
droites vectorielles de £, 


Ainsi si (D, D’) est un couple de demi-droites vectorielles, la classe de (D, D’) est l'angle 
des demi-droites vectorielles D et D’, on le notera angle (D, D"). 

L'ensemble quotient de D x D par la relation d'équivalence précédente, c'est-à-dire 
l'ensemble des angles de deux demi-droites vectorielles de 8, sera noté 4. 


Soit + un angle, c'est-à-dire un élément de 4, c'est la classe d'équivalence de (Dy, Do); 
il existe une rotation vectorielle unique f telle que D; = f (Dy). 

Soit D une demi-droite vectorielle quelconque de &; si o — angle (D, D^, alors 
D' = f (D), donc D' est déterminée : 


Théoràme. 


Quel que soit l'angle e et quelle que soit la demi-droite vectorielle D il existe une demi- 
droite vectorielle unique D' telle que 
angle (D, D') — 9. 


b) Le groupe commutatif des angles (4, +). 


D'après la définition d'un angle à tout angle 9 est associée la rotation vectorielle unique f 
telle que f(D) = D’, (D, D) étant un représentant quelconque de +. Réciproquement 
à f est associé l'angle unique de représentant (D, D^); l'application 
R — 4 
Her du À 
où f (D) = D' et = angle (D, D) est une bijection. 
Soient 9 et s' deux angles respectivement associés aux rotations vectorielles f et f’, nous 
définirons une addition dans 4 en posant quels que soient les angles 9 et 9' : 
+ «' est l'angle associé à fof". 
On a donc 
ye 
P » 
Jof — ot v 
La bijection considérée est donc un isomorphisme de (R, o) sur (4, +). Or (R, o) est 
un groupe commutatif (cf. § 14. 6 d); on peut donc énoncer : 


Théorème. 
L'ensemble des angles de deux demi-droites vectorielles de &,, muni de l'addi des 
angles (4, +) est un groupe commutatif isomorphe au groupe (R, o) des rotations 
vectorielles de 83. 


Ce groupe (4, +) est donc aussi isomorphe au groupe (Of, X) des matrices de type (I) 
muni de la multiplication des matrices. 

L'élément neutre w de (Æ, +) est l'angle associé à la rotation vectorielle identique. 
Quelle que soit la demi-droite vectorielle D on a : 


w = angle (D, D), 


c'est l'angle nul. 

L'opposé de : angle (D, D^) sera noté : — angle (D, D^). 

Soit f la rotation vectorielle qui associe à D la demi-droite vectorielle D’, l'angle associé 

à f est : angle (D, D^). 

La bijection f~ est la rotation vectorielle réciproque de f qui associe à D' la demi-droite 

vectorielle D, l'angle associé à f-1 est : angle (D', D). Mais l'angle associé à f~} est aussi 

— angle (D, D^), on a donc quelles que soient les demi-droites vectorielles D et D’ : 
angle (D', D) — — angle (D, D). 
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©) Relation de Chasles et applications. 
Soient trois demi-droites vectorielles quelconques D, D', D”, posons 
+ = angle (D, D^, g' = angle (D', D^). 


et désignons par f et f" les rotations vectorielles associées respectivement aux angles 9 
et o ona: 

D'—f(D, D = f' (D); 
d’où l’on déduit 

D' = f' (f (D) = (f' of) (D) 
c'est-à-dire, ọ' + 9 étant associé à f" o f, 

ẹ + %' = angle (D, D"). 
Théorème. 


Quelles que soient les demi-droites vectorielles D, D', D” de & on a 
angle (D, D') + angle (D', D") = angle (D, D^) 


Cette dernière relation est connue sous le nom de relation de CHASLES. 
Quelles que soient les demi-droites D;, Dj, D;, Dj les égalités suivantes sont équivalentes 
(le groupe (4, +) étant commutatif) : 
angle (D,, Di) = angle (Da, D:) 
angle (Di, Di) + angle (Di, D;) = angle (Ds, Dj) + angle (Dj, Dj) 
angle (Di, D;) = angle (Dj, D;) + angle (Da, Dj) 
angle (D; Dj) = angle (Dj, Dj). 


Corollaire 1. 
Quelles que soient les demi-droites vectorielles D,, Di, D, D; on 
(angle (D, Di) = angle (D, D:)) <> (angle (D, D;) = angle (Di, D;)). 


De méme quelles que soient les demi-droites vectorielles Dy, Dj, D; on a : 


angle (D;, D;) = angle (Di, Ds) + angle (D, D4) 
angle (Do Dj) — angle (Do, Dj). 


Corollaire 2. 
Quelles que soient les demi-droites vectorielles Dy, D,, D, de & on a : 
angle (D;, D) = angle (Ds, Dj) — angle (Do. D). 


EXERCICE 


Soient n demi-droites vectorielles quelconques D,, D}, Dp, démontrer que 
angle (D;, D,) = angle (D;, Dj) + angle (D;, Dj) + ... + angle (D, ,, D,). 


REMARQUE 


On notera l'analogie des résultats trouvés avec ceux concernant les vecteurs AA", 
classes d'équivalence des bi-points du plan affine P associé à l'espace vectoriel Ua : 


AÑ + AA! = AA, 
Gai = aA) <> (AÀ: = AAD, 


AK, = AÂ: — Av 


14.9 ANGLE DE DEUX VECTEURS NON NULS DE ĉ: 


Cette analogie est due à la définition de l'équipolence des bi-points (A3, Aj), (As, As) 
de P : « il existe une translation 7 du plan P telle que £ (A,) = A; et 4 (Ay) = As. 
Dans le cas des demi-droites vectorielles de 8, c'est le groupe 5 qui joue le rôle du 
groupe © des translations du plan P. 


a) Angle de deux vecteurs non nuls de 6,. 


Définition. 


Étant donnés deux vecteurs non nuls v et V. de 6,, l'angle des vecteurs v et V est l'angle 
des demi-droites vectorielles D et D' contenant respectivement V et V'. 


Nous noterons cet angle : angle (5, #). On a donc par définition 
angle (5, v) = angle (D, D^; 

par suite de cette définition l'ensemble des angles de vecteurs est identique à 4, 
ensemble des angles de demi-droites vectorielles. Nous dirons simplement que Æ est 
l'ensemble des angles. 
Soit s = angle (D, D’), désignons par i le vecteur unitaire de D et par # le vecteur uni- 
taire de D’, on a angle (D, D^) = angle (4, /). Si l’on désigne par f la rotation vectorielle 
associée à o ona : 

" fD) = D’ 
e x 

IG) = 


Remarquons que si ÿ et V sont deux vecteurs non nuls quelconques appartenant respec- 
tivement à D et à D' en général /(5) + V. 


Gener, Nill- lil = 9. 


b) Cosinus et Sinus d'un angle, &, étant orienté. 


Définition. 
Le plan vectoriel euclidien 8, étant orienté, soient deux demi-droites vectorielles D et D' de 
8, et deux vecteurs non nuls v et Ÿ appartenant respectivement à D et D’, le Cosinus et le 


Sinus de l'angle de D et D' et de v et V sont respectivement le Cosinus et le Sinus de 
la rotation vectorielle qui associe à la demi-droite vectorielle D, la demi-droite vecto- 
D’. 


Si 9 = angle (D, D’) et si fet la rotation associée à o c'est-à-dire la rotation vectorielle 
qui applique D sur D’, on a donc par définition : 


Cos ẹ = Cos f, 
Sin ọ = Sin f. 
Le plan vectoriel euclidien 8, étant orienté et rapporté à une base orthonormée (f, }) de 
sens positif, calculons Cos ẹ et Sin ẹ à l'aide des coordonnées des vecteurs v et V. Si 4 
et V sont les vecteurs unitaires de D et D' on ẹ (ef. $ 14. 7 b) : 


Cos o = i.f (u) = u. w. 
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d'où CR Re cedat re 
P IET VG» GT YS 


Par ailleurs (cf. $ 14. 7 b) soit i est le vecteur unitaire tel que la base (x, 14) soit ortho- 
normée de sens positif, on a : 


Sin o'— Sin f = i f (4) = u.w. 
On a (cf. $14.69): 


u 
donc : Sing mr Zo 
Ine c sr 7 AGE 8 GT 
En résumé 
Q Cos ç = — LE EY 
VEFA 75 
Q Sino = 


On peut aussi écrire 


le déterminant étant calculé dans la base (i, ÿ). 
On en déduit que 


rl cos + 


donc : le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit de leurs normes euclidiennes 
et du Cosinus de leur angle. 
Exercices 
1. & étant orienté et rapporté à une base ortonormée de sens positif, on donne 
Ÿ (1, 1) et Ÿ (0, 3). Calculer le Cosinus et le Sinus de l'angle des vecteurs et y. 
2. Même question avec » (1, 2) et Y (— 2, 1). 


©) Formules d'addition. 
Soient deux angles quelconques 9 et +’, f et f" les rotations vectorielles associées à ces 
angles. On a vu (cf. $ 14. 7 b) que, & étant orienté, dans une base orthonormée de sens 
positif, on a : 
Cos (f o f) = Cos f Cos f’ — Sin f Sin f", 
Sin(fof) = Sin f Cos f’ + Cos f Sin f". 
Les groupes (R, o) et (4t, +) sont isomorphes et le Cosinus et le Sinus d'un angle sont le 


Cosinus et le Sinus de la rotation vectorielle associée à cet angle; donc, quels que soient 
les angles + et ọ', ona : 


Qo Cos (o + 9) = Cos e Cos e' — Sin s Sin ọ', 
(4) Sin (o + 9) = Sing Cos e' + Cos y Sin g. 


On a vu (cf. $ ( 14. 7 b) que 


donc 


On peut écrire 
Cos (e — #') = Cos [s + (— 9] = Cos 9 Cos (— 9) — Sin e Sin (— 9) 


(9 Cos (s — 9’) = Cos 9 Cos ọ' + Sin o Sin ọ' 


Sin (ẹ — +) = Sin [e + (— 9)] = Sin ẹ Cos (— 9) + Cos 9 Sin (— 9) 


© Sin (s — 9) = Sin e Cos ọ' — Cos o Sin s 


Les formules (3) à (6) s'appellent les formules d'addition, + et 9' étant deux angles quel- 
conques. 


14. 10 ANGLES REMARQUABLES 


a) Angle nul. 
On a vu au $ 14. 8 b que l'on désigne par o l'angle nul, élément neutre de (4, +). Si D 
est une demi-droite vectorielle quelconque de Es de vecteur unitaire 4, ona : 
& = angle (D, D) = anigle (A, 4). 
Le plan vectoriel euclidien &, étant orienté et rapporté à une base orthonormée de sens 


positif, soient « et 8 les coordonnées de 4. (a? + 8? = 1), en appliquant les formules (1) 
et (2), du § 14. 9 on a : 


| Coso =a gol 
À Sin o = a8 — Ba = 0. 
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Par ce calcul on retrouve bien que la rotation vectorielle associée à l’angle nul est la 
rotation identique, en effet sa matrice est 


(ue “caelo ut 
b) Angle plat 


Définitions. 
Deux demi-droites vectorielles sont opposées si et seulement si les vecteurs 
unitaires de ces di 'oites vectorielles sont opposées. 

On appelle angle plat l'angle de deux demi-droites vectorielles opposées. 


Si l'on désigne cet angle par © et si D est une demi-droite vectorielle quelconque de $; 
de vecteur unitaire " la demi-droite vectorielle D' opposée à D a pour vecteur unitaire 
— ü,on a donc: 

5 = angle (D, D) = angle (4, — u). 
Le plan vectoriel euclidien &, étant orienté et rapporté à une base orthonormée de sens 
positif, soient « et 8 les coordonnées de u (a? + 8? = 1), — 4 a pour coordonnées — a 
et — B et en appliquant les formules (1) et (2) on a : 

Coso = — a — = — 1 

o 


[] 


la rotation associée à a a pour matrice (S es jy 


Problème. Cherchons à résoudre dans (4, +) l'équation 2 & = 
& étant l'angle nul, ẹ étant l'inconnue. 


(c'est-à-dire & + 9 = o), 


S eid H " ` 
Soit ( Jj la matrice de la rotation associée à l'angle o, dans une base orthonormée 
de sens positif de 6, supposée orientée. La relation 2 9 = c dans (4, +) s'écrit dans le 


groupe (Of, X) : ] 
6736 73-6 à 


WI, @ 
ab = 0. @ 


On ne peut avoir a = 0 car d’après (3) on aurait — b? = 1 ce qui est impossible dans R. 
Les seules solutions du système sont (a, b) = (1,0) et (a, b) = (— 1,0), 
z 1 0 -—-—1 0 
les matrices cherchées sont l 1) et (o aš! 1). 
les angles cherchés sont o et ©. 
En résumé : Quel que soit l'angle c, élément de (4, +) on a : 


29—« <—> (9—o ou e=] 


c) Angles droits. 


Si u est un vecteur unitaire, &, étant supposé orienté, il existe deux vecteurs unitaires 
orthogonaux à # qui sont les vecteurs W et 4^ tels que la base orthonormée (u, u’) est de 


sens positif et la base orthonormée (u, u”) est de sens négatif. (Rappelons que l'on a 
g$--—w). 
Définitions. 


Deux demi-droites vectorielles sont orthogonales si et seulement si les vecteurs uni- 
taires de ces demi-droites vectorielles sont orthogonaux; 6; étant orienté, on appelle 


angle droit de sens positif l'angle de deux vecteurs unitaires à et U' formant une 
base orthonormée (ù, u’) de sens positif et on appelle angle droit de sens négatif 


l'angle de deux vecteurs unitaires ù et U” formant une base orthonormée (ù, u^) de sens 
négatif 


Posons 8, = angle (u, #) et — 3 = angle (a, w^). 
Le plan vectoriel euclidien &, étant orienté et Taboo à à une base orthonormée de sens 


positif (f, 5), siu = aÏ + BJ on a vu (ef. 814. 7 a) que / = — BÍ + a} et que 


= — W = gi — aj; d'où en appliquant les formules (1) et (2) : 
Cos (8,) = — aß + Ba = 0 Cos (&.) = aß — fa = 
Sin (8) = -g—1 Sin (8) = — aè — ft 


"ee 
la rotation associée à 8, a pour matrice t o) 


la rotation associée à 8_ a pour matrice (et o) Les deux rotations vectorielles 


ont même Cgsinus et des Sinus opposés, elles sont donc réciproques l'une de l'autre 
(cf. § 14. 7 b) donc les angles 3, et 8_ sont opposés. 


Probléme. Cherchons à résoudre dans (A, +) l'équation 2 ẹ = c (c'est-à-dire p + ẹ = 9), 
© étant l'angle plat, ẹ étant linconnue. 


Soit ( z Bl la matrice de la rotation associée à l'angle s dans une base orthonormée 
de sens positif, €, étant orienté. La relation 2 s = & s'écrit dans (Of, x). 


ii i ic to at 


ou encore 
g-p-—-i [5] 
ab = 0. © 
On ne peut avoir b = 0 car d’après (5) on aurait aè = — 1 ce qui est impossible dans R. 


Les seules solutions du système sont (a, b) = (0, 1) et (a, b) = (0, — 1), 
—1 0 1 

les matrices cherchées sont [n ) st [E i 3 

les angles cherchés sont donc à, PE P. 

En résumé : Quel que soit l'angle +, élément de (4, +) on a : 


1-59 <> Q=% où e—3)] 


EXERCICE 
Montrer que l'ensemble (o, &, 8,, 3.) muni de l'addition des angles est un groupe 
commutatif. Construire sa table d'addition. 
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EXERCICES 


Formes bilinéaires symétriques : 1 à 5. 

Produit scalaire. Orthogonalité : 6 à 10. 

Isométries et rotations vectorielles : 11, 12, 13, 26, 27. 

Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle ou d’un angle : 14 à 18 et 22 à 24. 
Angles remarquables : 19 à 21. 

Formules d’addition : 25. 


Le sujet d'étude 28 porte sur une définition de deux bases de W, de méme sens ou de sens contraires. 


Déterminer une forme bilinéaire symétrique f définie sur W, x V, telle que, (F, 7) étant une 
base de Un (3,25) — 16, £81,7) — 6, /(57, 7) = 15. Montrer que / 5, 9) > 0 pour 


tout vecteur non nul v (si ¥ = xi + y}, / Gs, v) est un trinôme du second degré en x que l'on 
mettra sous sa forme canonique). 


Soit la forme bilinéaire symétrique f définie sur V, x V, telle que, (F, 7) étant une base de U,, 
V = xl + yj et Ÿ = x y] étant deux vecteurs quelconques de V, : 
£6, 9) = xv AQ + yx) + »y. 
Calculer / (5, ). Montrer que / (5, v) peut se mettre sous la forme d'une différe 
carrés. Peut-on définir, à l'aide de f, un produit scalaire? DH 


Soit la forme bilinéaire symétrique f définie sur V, x V; telle que (1, F) étant une base de Uy, 
V=xi+yf et W = xl + yj étant deux vecteurs quelconques de U, : 
LG 9) = Axx! xy + pat yy! 


a) Trouver le vecteur Ï colinéaire à Ÿ et de méme sens que 7 tel que (1, Í) 
b) Trouver les vecteurs 


J— «l4 Bf tels que: /(,3) 21 et sË) = o. 
c) En déduire que Uş, muni de f est euclidien, une base orthonormée étant (Ï, 3). 


Déterminer une forme bilinéaire symétrique f définie sur V, x V; telle que, (7, 7, À) étant une 


base de Uy, on ait : 
fGi1)-2 


f6,50-:3 G D >1 
ka= GP = 


Montrer que f (5, 7) > 0 pour tout vecteur non nul V (si y = xf + yj + zk, /(5, v) est un 
trinóme du second degré en x que l'on mettra sous sa forme canonique, on mettra ensuite 
16, Y) sous la forme d'une somme de carrés). 


(6,5) — 1 


Soit a forme bilinéaire symétrique définie sur V; x Vs telle que, (i, 3, À) étant une base de V, 
V=xi+yi+zk et V= xi + y} + z'k deux vecteurs quelconques de *U, : 

FG, V) = xx 2 — 22 + 6 Gy + yx). 
Calculer f (s, »). Peut-on définir, à l'aide de f, un produit scalaire? 
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14.7 


14.8 


14.9 


14.10 


14.11 


14.12 


Soient (1, 7, k) et (7, 7, À) deux bases orthonormées de &. On donne les coordonnées 

de 7, J^, K relativement à la base (1, 3, k); ona : 
Pas bned) À (n ba cd, 

a) Écrire les six relations entre ces neuf coordonnées. 


E (as by cs) 


b) Trouver les coordonnées de 7, 7, k dans la base (7^, j', K). En déduire six autres relations 
entre les neuf nombres précédents. 


4, étant rapporté à une base orthonormée Ci, 3, I), on donne ? (1, 0, 1). Que peut-on dire des 
vecteurs y et J? Trouver les bases orthonormées de 6, dont l'un des vecteurs est J, un autre 
étant colinéaire à v. 


5, étant rapporté à une base orthonormée (i, 7, &), on donne à (1, 1, 1) et Ÿ (1, 0, — 1). 

a) Trouver l'équation cartésienne du plan vectoriel (relation entre les coordonnées d'un vec- 
teur quelconque du plan vectoriel) orthogonal à i. 

b) Trouver la droite vectorielle orthogonale à 4 et à v. 


c) Trouver les bases orthonormées de &, dont deux vecteurs sont colinéaires à 1 et Y. 


a) &, étant rapporté à une base orthonormée (1, 7, n b, on donne 4 (1, — 2, 1) et Y (3, 5, 1). 


Déterminer la droite vectorielle D orthogonale à 4 et à v. (On cherchera les coordonnées d'un 
vecteur directeur de D). 


b) Même question avec à (a, b, c) et » (d^, P^, c'). Discuter. 


&, étant rapporté à une base orthonormée (1, , À), on donne : 
bo, abeh W (a', b", c") 


On suppose que i, 1, i forment une base de &, et que deux au moins des produits scalaires 
A, WP, V! .u ne sont pas nuls. 


a) Démontrer que l'ensemble des vecteurs orthogonaux à 4, dans le plan vectoriel déterminé 
par 1 et i£ est une droite vectorielle D dont on déterminera un vecteur directeur. 

b) On définira de méme deux autres droites vectorielles D' (ensemble des vecteurs orthogonaux 
à Vf dans le plan vectoriel déterminé par u et 17) et D" (ensemble des vecteurs orthogonaux à 
TŽ dans le plan vectoriel déterminé par à et 1). Démontrer que D, D', D" sont coplanaires. 


a) Démontrer que la composée de deux isométries vectorielles de &, de matrices, dans une base 
orthonormée : 


»-( 


est une rotation vectorielle. 

b) Réciproquement démontrer que toute rotation vectorielle de 6, est la composée de deux 
isométries vectorielles de matrices du type B, l'une d'elles étant choisie arbitrairement. 
©) Calculer l'inverse B- de B. Qu'en concluez-vous pour toute isométrie vectorielle de matrice 
du type B? 


b (qe b "uc 
m) WAE PSR aU B =; E avec + bium À 


&, étant rapporté à une base orthonormée (1, 7), on donne ÿ (3, — 4). Trouver le vecteur à 
unitaire, colinéaire à v et de méme sens que ». Trouver les isométries vectorielles qui associent 
à T le vecteur u. 
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& étant rapporté à une base orthonormée (7, 7), trouver les isométries vectorielles qui associent 
à À le vecteur 7. Trouver celles qui associent à 7 le vecteur 7. 


&, étant supposé orienté, soit (1, 7) une base orthonormée de sens positif. On donne les vecteurs 
unitaires 


Calculer le Cosinus et le Sinus de l'angle des vecteurs à et w, 


Trouver la rotation vectorielle f qui associe à à le vecteur 1. 
Trouver la rotation vectorielle f-t réciproque de f. 


Mêmes questions que dans l'exercice 14 avec : 


Fan tient eue 


& étant orienté et rapporté à une base orthonormée (1, j) de sens positif, calculer le Cosinus et le 
Sinus de l'angle des vecteurs v et v et trouver la rotation vectorielle qui associe à la demi-droite 
vectorielle de vecteur directeur v la demi-droite vectorielle de vecteur directeur V (ex. 16 à 18) : 


50-5 »c12 
$5, 1) yC 32 
O vois. 


8, étant l'angle droit de sens positif (8, étant orienté), déterminer les angles 9 tels que :2 9 = 3, 
(on déterminera les matrices des rotations vectorielles associées aux angles 9 cherchés). 


Déterminer les angles 9 tels que : 3 9 = © (6 angle plat). 


Déterminer les angles 9 tels que : 3 = 3,. 


Soit un angle donné. Simplifier (ex. 22 à 24) : 
(Cos o + Sin 9 + (Cos  — Sin 9 


Cost o + Sint 9 + 3 Sin? 9 Cos! 9 


Sin 9 — Sint 9 
Cos e — Cost o 


(on suppose Cos e différent de 0, de 1 et de — 1). 


Soit o un angle donné. Calculer Cos 2 c et Sin 2 g à l'aide de Cos 9 et Sin 9. 


Calculer Cos 2 sachant que Cos 9 = ME 


Sujets d'étude. 


Soit f une application du plan vectoriel euclidien &, dans lui-même telle que : 
à £() = à 
IG — AOI] = II$ — ||. pour $ et 7 quelconques de £. 


14.27 


14.28 


a) Montrer que || fG) || = || |l. Calculer v. à raide ae | I | #1], l| — 5 |l. En déduire 
que le produit scalaire de deux vecteurs quelconques de 6, est invariant par fet que l'image 
par f d'une base orthonormée est une base orthonormée. 

b) Soient (7, 7) une base orthonormée de & et y = x1 + yj un vecteur quelconque de &, d'image 
4G) = af (ï) + BAG). Calculer fS). f(1) et en déduire que x = x. Démontrer de méme que 
B = y. En déduire que / est une application linéaire de &, dans &3. 

© Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une application de &, dans 8, 
soit une isométrie vectorielle est que l'on ait les propriétés (1). 


a) Soit une isométrie vectorielle f de &, de matrice, dans une base orthonormée (1, /)» 


B= k E î avec a? + b? = 1. Déterminer les vecteurs » tels que : 


1G) 2 35, 
À étant un nombre réel que l'on déterminera. 


(De tels vecteurs s'appellent des vecteurs propres de f; si Y = x1 + y}, on sera conduit à résou- 
dre un systéme de deux équations du premier degré à deux inconnues x et y. Pour avoir les 
vecteurs propres non nuls on écrira que le déterminant du système est nul et on calculera À. 
On montrera que l'ensemble des vecteurs propres de f est formé de deux droites vectorielles 
orthogonales). 

b) En prenant une base formée de deux de ces vecteurs, trouver la nouvelle matrice de f dans 
cette base, Comment déduit-on f (%) de ÿ, v étant un vecteur quelconque de 6? 

c) Étudier, de méme, quels sont les vecteurs propres d'une rotation vectorielle de 6,. 


a) Soient deux bases quelconques du plan vectoriel W : (1, 3) et (1, 7). 

= aith Jevbekh 
Soit Y = xi + yj = XĪ + YÏ un vecteur quelconque de Vy. Calculer x et y en fonction de 
Xet Y. 


b) Soit À = xi + y] = X + Y un autre vecteur de *U, On note det) G, V) le 
déterminant 


et on dit que ce nombre représente le déterminant de (v, v.) dans la base (3, }). 
Démontrer que : 


@ deer G, 7) = detay) G, x dtg pG, 9. 


€) Soient deux bases quelconques de V : (4, i£) et (v, #). Nous dirons que : 
G, V) est de même sens que (4, i) si et seulement si det,z ») 5, V) > 0, 
C, F) et (4, #) sont de sens contraires si et seulement si dete: +) (5, 9) < 0 


Montrer que la relation « de méme sens que » que l'on vient de définir est une relation d'équi- 
valence dans l'ensemble des bases de *U,. (On utilisera la formule (1) avec des bases et des 
vecteurs convenablement choisis; en particulier 


det z) C 7) = det z) G, 9) x dee >) (6) 


d) Cas particulier : dans le plan vectoriel euclidien & soient (7, 7) et (Ë, 3) deux bases ortho- 
normées. Calculer det,» (Ë, 3) (deux cas à étudier). 
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| 15l 


| A Fonctions circulaires 
et applications 


La section I est consacrée à la mesure des angles; nous nous sommes efforcés de dis- 
tinguer soigneusement entre : 


angle (élément + du groupe additif (4, +)), 

mesure d'un angle (classe d'équivalence x de nombres réels), 

détermination d'un angle (nombre réel x représentant de X). 
Dans la section II, après les définitions des fonctions circulaires, fonctions d'une 
variable réelle, sont démontrées les formules fondamentales de trigonométrie. 
Ensuite l'étude des fonctions circulaires (continuité, dérivabilité, variations, repré- 
sentations graphiques, valeurs approchées) est entreprise dans la section IIl. 
Enfin les résultats obtenus dans les sections précédentes permettent d'étudier, dans 


la section IV, le mouvement rectiligne vibratoire simple, mouvement que l'on ren- 
contre souvent en Physique. 


I. Mesure des angles 


1 CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE. APPLICATION ð DE R SUR 4. 
NOMBRE II 


a) Cercle trigonométrique. 
Définition. 


Le plan vectoriel euclidien &, étant orienté, soit E, le plan affine euclidien associé à &. 
On appelle cercle trigonométrique tout cercle de E,, de centre un point O, de 


rayon 1, muni d'une base orthonormée de sens positif (OÀ, OB) (fig. 1). 


Nous désignerons par un tel cercle. A tout angle o, élément de l'ensemble 4, on peut 
associer un point unique M de 4L tel que : angle (OÅ, OM) = +. 
Le vecteur OM, et le point M, ont pour coordonnées respectivement dans la base 
(OÀ, OB) et le repère (O, OA, OB) 

a—Coe e b-Sine 


Réciproquement pour tout point M (a, b) du cercle trigonométrique Won a a* + b? = 
on peut donc associer à M un angle 9 unique tel que : 


Cosg=a et Sing—=b. 


Nous avons donc établi une bijection de l’ensemble des angles 4 sur le cercle trigonomé- 
trique AL. 


Premières conséquences. 


Soient x'x, y'y, z'z les axes passant par O et de vecteurs unitaires OA, OB, OM. Nous 
appellerons angle des axes x'x et zz l'angle 9 de leurs vecteurs unitaires OÀ et OM. 
Soit H la projection orthogonale de M sur la droite (OA), on a alors : 

a = OH = Cos s. 
Soit N un point quelconque de z'z, se projetant orthogonalement en P sur x'x. Il existe 


une homothétie de centre O qui transforme le bi-point (H, M) suivant le bi-point (P, N) 
et on peut écrire, en supposant N distinct de O : 


c'est-à-dire 
d'où 
a) OP = ON Cos 9 


Si N est en O, ce résultat est encore vrai. 


Soient K et Q les projections orthogonales de M et N sur y’y, on a : 
b — OK — Sine 


et on a de méme, en supposant N distinct de O : 


c'est-à-dire 


Sing OQ 
T ON 
d’où 
Q OQ = ON Sin ọ 


si N est en O, ce résultat est encore vrai. 
Les formules (1) et (2) sont souvent utilisées pour calculer les coordonnées d’un point 


N de E, (ou du vecteur v de &, associé au bi-point (O, N)) connaissant ON et le Cosinus 
et le Sinus de l'angle o des axes x'x et z'z. 


Une application de [R dans 4. 
Soit, dans Ep, un axe x'x de vecteur unitaire z (fig. 2). On a donc 
lia] =1oÂl = 1. 


Imaginons x'x matérialisé par un fil que l'on puisse « enrouler » sur AL. Nous pouvons 
faire les remarques intuitives suivantes : 


1. Soient trois points E, L, L’ de x'x. Posons EL = x et LL’ = x’. Lorsqu'on « enroule » 


le fil sur UW, de manière que E vienne s'appliquer sur un point A de UW, alors L vient 
sur un point M, L' sur un point M’. 


Cela revient à associer à x : angle (OA, OM) = e 


àx angle (OM, OM") = +’ 
à x + x : angle (OR, OM) = e + s. 


2. On conçoit qu'on peut « enrouler » un segment [E, P] sur le « demi-cercle» ABA^ 
et un segment [E, Q] sur l'autre demi-cercle. Plusieurs segments consécutifs, de méme 
longueur, peuvent « s'enrouler » ainsi sur Wb. 

3. Pour L « voisin » de E, on conçoit que, H étant la projection orthogonale de M sur 
la droite (OA), on ait 


Mei] = EC 


autrement dit, 


Sing cx 


ou encore 


Ces remarques, purement intuitives, nous amènent à admettre l'existence d'une application 
de IR dans Æ possédant certaines propriétés que nous allons énoncer : 


Axiomes de définition d'une application de R dans 4. 
Nous admettrons que : 
1. Il existe une application 0 de IR dans 4 telle que : 

(xeR) (yxeR) 9G x) = (x) + 9(x). 
2. Il existe un nombre strictement positif, noté r, tel que : 

0(x)- m,  Gétantl'angle plat, 

et la restriction de l'application 0 au segment [0, x] est une bijection de [0, x] sur 
l'ensemble 4, des angles de Sinus positif ou nul. 
3. La fonction sinus, qui associe à tout nombre réel x le nombre Sin [0 (x)] noté sin x 
admet une dérivée égale à 1 pour x = 0. 


REMARQUE 
L'application 0 est donc un /tomomorphisme (cf. $ 12. 8 c) du groupe additif (R, +) 
des nombres réels dans le groupe (4, +) des angles. Nous verrons plus loin (consé- 
quence 5 ci-dessous) que cet homomorphisme est surjectif. 


Conséquences. 
1. 6 (x + 0) = 0 (x) + 0 (0) pour tout x réel, 
or 
0 (œ + 0) = 0 (x) 
donc 


8 (x) = 0 (x) + 0 (0) 


par suite, en simplifiant, c désignant l'angle nul, on a : 


90) = o 


2. Si x est un nombre réel quelconque, 
$(x —x) = 9[x- (— x] 2 962 + 89 (— 3) 
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or 
8 (x — x) —9(0—o 

donc 

=0(x)+0(— x) 


par suite 


(xeR)  0(— x) = — 0%) 


3. Soient xı, xs, xs trois nombres réels quelconques, on a : 
O (x1 + Xa + xy) = 9 [0 H xa) + xal = 9 Qa H xa) + 0 (39) = 9 (3) + 9G) + 99); 


plus généralement supposons que 
9 Qa H xa H es H 3a) = 00) H 9 Gr) H cu H 9G) 
alors 
O Gr + xs ee H Xa + Xn) = O [0 xs an) + xy 
9G + xs ce H nn) + O 0) 
= 03) + 9 9) + + + 0 0) + 96); 


en particulier si k est un entier naturel non nul, x un nombre réel quelconque, 
0 (Kx) = 6 x + x + … + x) = 0 (x) + 9 (x) + … + 0 (x) que nous écrirons k 0 (x), 
ce résultat est encore vrai si k = 0. Si k est un entier relatif strictement négatif on a : 


(kx) — — (— kx) (conséquence 2) 
9 (kx) = — 0 (C7 k)x] 
— k € IN* donc 
9(kx)  —(— 5990) 
kô (x) 
donc 


(ke Z) — 90) 


4. En particulier 
06(21)—29(1)—20 (axiome 2) 
onsaitque25 — o. (cf. $14. 10 b) 
donc 
o) =o 
et, k étant un entier relatif quelconque, x un nombre réel quelconque, on a : 
9(k2:) =k0 (27) —ko—o 
O (x+ 427) = 90 (x) + 9 (k2 z) = 0 (x) 


Résumons ces propriétés : 


(ke Z) 9(k2z) = o 
(xeiR) (ke Z) Olx + k2z) = 96) 


5. Désignons par Æ_ l'ensemble des angles de Sinus négatif ou nul, soit e un angle 
donné de Æ_. Pour tout x réel, ona : 


a= <> 9(—)——9 


la restriction de 9 à [0, x] otant une bijection de [0, x] sur Æ, (axiome 2), il existe un 
nombre unique — x de [0,7] tel que 9 (— x) = — e et par conséquent un nombre unique 
x de [— x, 0] tel que © (x) = e et la restriction de 6 à [— x, 0] est une bijection de 
[— 7, 0] sur 4. 

Il en résulte que la restriction 0, de 0 à l'intervalle I, 
sur &. 0 est donc une application surjective de R sur Æ. 


m, 7] est une bijection de I, 


Soit I, —]— x-- k2, z4- k2»] un intervalle obtenu pour k arbitraire de Z. 
Cherchons si l'équation 


q = 
( donné dans 4, x cherché dans 1,) 
admet une solution. 


On sait que 0(x) — 8(x — k 2x) (conséquence 4) 
donc 


(0) <> 9(x—k20)—9 


il existe un nombre unique xy de I, tel que 0 (xy) = 9 donc (1) admet une solution unique 
Xo+ k 2x dans Ip quel que soit l'angle 9 donné. Concluons : 


La restriction O, de 0 à l, = ]— 5 --K2m,z --k27] (ke Z) est une bijection 
de l, sur 4. 


6 Ona: 
s-w9 - (i5) = 20); 


donc 0 G) est une solution de l'équation 2 ẹ = & que nous avons étudiée (cf. § 14. 10. c). 


Les seules solutions de cette équation sont 3, et 5. Comme la restriction de 0 à [0, x] est 
une bijection de [0, z] sur Æ,, on a donc : 


On a aussi 


15.2 MESURE DES ANGLES 


a) Groupe (R; —., +) 


On a vu (conséquence 4) que 
(xeR) QkeZ) 9G k2:) —9(9, 
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ce qui signifie que si x et x’ sont deux nombres réels tels que x — x' = k 2 z, k étant un 
entier relatif quelconque, ces nombres x et x’ ont la méme image par 0. Nous sommes 
donc amenés à étudier la relation dans R définie par : 

« il existe k € Z tel que x — x' — k2x». 

Cette relation est réffexive car pour tout x réel on a x — x 
Elle est symétrique car quels que soient x et x’ de R ona : 


x—x =k2r — x —x-(-E2s. 


=0x 2x. 


Elle est transitive car quels que soient x, x', x” de R on a : 
x— x —k2n 
x—x-—k2n 


=> G—x) + — x) = x — x -(-4k)2r. 


La relation considérée est donc une relation d'équivalence dans IR. C'est une congruence 
modulo 2 z dans R. Rappelons que nous avons étudié, dans le cours de Seconde, des 
congruences dans Z. On dit que deux nombres réels x et x’ sont équivalents ou congrus 
modulo 2 z si et seulement s'il existe un entier relatif k tel que x — x' = k 2 x. On écrit : 

x=x (mod 27), 
on écrit aussi 

x=x Er 
L'ensemble des nombres réels équivalents à x est la classe d'équivalence modulo 2 x de x 
que nous noterons X. L'ensemble des classes d'équivalence modulo 27 c'est-à-dire 
L'ensemble quotient de IR. par la relation d'équivalence appelée congruence modulo 2 s 
se note R l " 

an Z 
Cet ensemble s'appelle ensemble des nombres réels modulo 2 7. 
Nous allons définir une addition dans ce nouvel ensemble. Soient deux nombres réels 
quelconques x et x’ qui sont des représentants des classes x et x’. On a, k et K' étant des 
entiers relatifs quelconques : 
G+k27) Hk 27) — (x + x) + (+R) 27, 


ce qui montre que la somme de deux représentants quelconques (x + k 2 x et x’ + k’ 2x) 


de X et X' est un représentant (x + x^) + (k + K)2# de la classe x+ x de x + x^. 
Par définition nous poserons 


x+x=x+x. 
Cette égalité qui définit l'addition dans IR), montre que cette addition se ramène à 


l'addition de leurs représentants : elle est donc associative et commutative. D'autre part 
quel que soit x : 


x46-20-z—-ÓLx—X 
ce qui montre que Ó est l'élément neutre de cette addition. 


Enfin quel que soit x : 


x+- x)= (a) tIl 0, 


ce qui montre que tout élément x de R Jan z A Un opposé — x 


Concluons : 
(R/27 Z» +) est un groupe commutatif. 


b) Mesure des angles. 
Si k est un entier relatif quelconque, on peut établir une bijection de R; z 
an 
I— *--k2n, x--k2n] (toute classe, élément de R |o, z à Un représentant 


unique appartenant à I, et tout nombre de I, est un représentant d'une classe unique, 
élément de IR}, z). Nous avons vu que la restriction 6, de 0à I, est une bijection de I, 
sur #. Il existe donc une bij 


ion de Rinz sur l’ensemble Æ des angles. Par cette 
bijection, soient + et ọ' les angles associés à x et x’ : 

2 — 9% 

x — v, 
onmes 
x+ x = x + x a pour image 8(x + x') = 0(x) + O(x) = 9 + 9. 
Nous avons donc, par la bijection de R. Jan z Sur 4 quels que soient x et 


XX + 91 
Il existe donc un isomorphisme de Rx +) sur (4, +). 


Théorème et définition. 
1 existe un isomorphisme du groupe commutatif (R, , +) sur le groupe com- 
mutatif des angles (4, +). x 

L'élément de Ren ainsi associé à un angle est appelé mesure de cet angle. 


Cette mesure x de l'angle 9 = 6 (x) est relative à la surjection 0 de IR sur #, nous verrons 
ci-dessous (cf. d) que l'on peut définir d'autres systèmes de mesure des angles. 

La mesure de l'angle de deux demi-droites vectorielles D et D’ de & sera notée (D, D?) 
(qui se lit : mesure de l'angle D, D’). C'est une classe d'équivalence de IR modulo 2 7, 
c'est-à-dire un nombre réel modulo 2 s. 

On peut écrire : 


(D, D 


= (xe R |0(x = angle (D, D’) }. 


Un représentant quelconque de (D, D’) s'appelle une détermination de l'angle de D et D' 
ou de sa mesure (D, D"). Le représentant de (D, D^) appartenant à I, - 
détermination principale de l'angle de D et D' ou de sa mesure. 


Si v et v’ sont des vecteurs non nuls appartenant respectivement aux demi-droites. vecto- 
rielles D et D' on posera 


1— 7, 7] est la 


G, v) = D, D». 
REMARQUE 
Par abus de langage, on confond souvent détermination et mesure d’un angle. 
à 


Par exemple on dit « soit un angle de mesure 2 


» au lieu de dire « soit un angle de 
mesure z ». 
Jj" 
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Les résultats obtenus depuis le § 14. 6 nous permettent de présenter le tableau résumé 
suivant : 


Les groupes commutatifs 
(ix) Oto, (+) (Rez H 


sont isomorphes. 

D'une manière plus précise considérons les schémas : 
Of — à — 4 — Riz 
yim + eec 

et prenons les notations suivantes : 

(Ë, J) est une base orthonormée de sens positif de &, orienté, 
a —b i7 
a= (i T Moi» 


D et D’ sont deux demi-droites vectorielles de 8, telles que D' = f(D), 
ü et W sont deux vecteurs unitaires de & tels que w = f(u), 


nous avons alors : 
LG) = a +05, SO)= bi + a 
angle (D, D^) = angle (4, w) 


$= 
Cos f = Coss = a 
IE Sing = b 
ẹ = 0(x) 


=,D) = G à) 


9 étant l'application définie par les axiomes du $ 15.16. 


c) Relation de Chasles. 
Quelles que soient les demi-droites vectorielles D, D’, D” de $ on a (cf. 814.8c) : 
angle (D, D^) + angle (D', D^) = angle (D, D^). 
L'isomorphisme de (4, +) sur (R/, „ z» + ) nous permet d'écrire : 


(D, D) + (D, D) = (D, D) 
c'est la relation de CHAsLES entre les mesures des angles. On a la méme relation avec les 
mesures des angles de vecteurs non nuls : quels que soient Y, »', »' non nuls de & ona : 


6346-6». 


EXERCICES 


1. Généralisation. Soient n demi-droites vectorielles quelconques D;, Da, … D, 
de &, démontrer que l'on a : 


(D, D) + (D, D) + + (Day DJ = (Dp DJ. 
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2. Démontrer que, quelles que soient les demi-droites vectorielles D}, Dj, D, D; 
de &,, ona: 


(5. D) = (5,53) <— (6; D» = (b, Db) 


(dans la première égalité D, et D4 s'appellent les extrêmes et D; et D, les moyens. 
On dit que la deuxième égalité se déduit de la première par permutation des moyens). 


3. Démontrer que l’on a aussi : 
Di DD = 0, D) <—> (DD) = (a D) 
(on dit que la deuxième égalité se déduit de la première par permutation des extrêmes). 
4. Démontrer que quelles que soient les demi-droites vectorielles Dy, D}, D; de & on a : 
(5, D) = (D, D) — (5, Di). 


d) Systèmes de mesure des angles. 


L'existence de l'application 0 de IR dans Æ étant admise, il existe d'autres applications 
de IR sur Æ ayant des propriétés analogues à celles de 9. Soit, en effet, l'application « 
de IR dans Æ telle que, ^ étant un nombre réel non nul fixe, 


x —— a) —90x) 
quels que soient les nombres réels x et x’ on a : 
9 Q x + X3!) = 60.3) + 90.3, 
c'est-à-dire 
a Qc x! 


=a (x) + « (x). 
Si à = zip désignons par so l'application de IR dans Æ telle que pour tout x de R : 


ago (3) = 0 (% B 


On a alors, x étant un nombre réel quelconque et k entier relatif quelconque : 


z 


» [s + 1369] = 0 (gs sc 22) 


- e(o 3 (conséquence 4 du $ 15.1 b) 


ago (2) 


Il 


asso (x + k 360) 


on est donc conduit à étudier la relation dans IR. définie par : 
« il existe k € Z tel que x — x' = k 360 » 


on verra que c'est une relation d'équivalence dans IR et on définira l'ensemble quotient 
de R par cette relation d'équivalence. Ce nouvel ensemble se note Riz’ L'addition 


dans cet ensemble étant encore définie par x + X' = x+ x, on verra qu'il existe un 
isomorphisme de (Rs +) sur (4, +). 


sia = a désignons par #9, l'application de IR. dans 4 telle que pour tout x de IR 
on ait : 


a © = 0 (352) 
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Vous vérifierez, comme précédemment, que si x est un nombre réel quelconque et k un 
entier relatif quelconque on a : 


200 (X + k 400) = a209 (x); 
la relation dans IR définie par : 
«ilexiste ke Z tel que x — x’ = k 400» 
est une relation d'équivalence dans R. L'ensemble quotient de IR par cette relation 
d'équivalence se note Riaz L'addition dans cet ensemble étant définie par 


EX = XXX, on verra qu'il existe un isomorphisme de (R + +) sur (4, +). 


Unités d'angles. 
Nous avons ainsi défini trois systèmes de mesure d'un angle : la mesure d’un angle, 
dans chacun de ses systèmes, est respectivement l'élément de R las z 9" de R [mo Z 9" 


de Rp z ASSocié à cet angle par les isomorphismes de (Ft...) ou de (Rz +) 
ou de (RJ, z, +) sur (4 +). 

On appelle radian l'angle © (1), image du nombre réel 1 par l'application surjective 0 
de IR sur 4. Le degré et le grade sont respectivement les angles ayo (1) et zo (1). Le 
radian, le degré, le grade sont les unités d'angles des trois systèmes considérés. 

On sait que 0 (x) = œ. D'après la définition de «gg on a : 


aso (180) = o( 


180 180) =00)=0 
de même 


0) = 0 


on peut donc écrire : 


9) 


0 (180) = 49, (200) 


la mesure de l'angle plat o, dans les trois systèmes considérés, est 5 180, 200. La déter- 
mination principale de © est respectivement x, 180, 200. 
Soit un angle + dont la détermination principale est respectivement x, y, z dans les 
trois systèmes considérés : 

xe]— m, z], yel — 180,180 =el] — 200, 200] 


awo) = 0 (i55) 06 don — qp*—* 


s = 9 (ng :) =0@ doe  qgr—x 
ona: 
180 


— t 
yer e 


Lorsque aucune précision ne sera donnée l'unité choisie sera le radian. 


II. Définition et premiéres propriétés 
des fonctions circulaires 


15. 3 FONCTIONS CIRCULAIRES 


2) Définitions des fonctions cosinus et sinus. 

Le plan vectoriel euclidien & étant orienté, soit E, le plan affine euclidien associé à 8. 
Soit 4L le cercle trigonométrique de centre O muni d'une base orthonormée de sens 
positit (O&, OB). 

Par l'application surjective 8 de IR sur #, on sait associer à tout nombre réel x un angle 
unique 9 (x). A l'angle 0 (x) on sait associer (cf. $ 15. 1 a) un point M unique de UW tel 
que 0 (x) = angle (OA, OM). On sait que Cos [0 (x)] est l'abscisse OH de M et que 
Sin [9 (x)] est l'ordonnée HM = OK de M (fig. 3). 


La fonction qui associe à tout nombre réel x le nombre Cos [0 (x)] noté cos x est appelée 
fonction cosinus. Elle est définie sur IR. Nous écrirons : 


cos: x f—— cos x = Cos [0 (x)]. 


La fonction qui associe à tout nombre réel x le nombre Sin [9 (x)] noté sin x est appelée 
fonction sinus (cf. 15. 1 b). Elle est aussi définie sur IR. Nous écrirons : 


sin: x ++ sin x = Sin [9 QJ]. 


On a donc quel que soit x de R 


cos x = Cos [002] = OH, 
sinx = Sin (9(x)] = OK. 
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On définit ainsi les deux applications 
cos : R —— R 
X a——— cos x 


sin: R ——. R 
Xx ———— sin x 
En prenant les restrictions de ces fonctions à [0, =] nous obtenons les fonctions qui avaient 


été considérées en classe de Troisième. 


—b 
Notons enfin que si A — i ) avec a? + b? = 1, est par rapport à une base ortho- 


normée de sens positif de &, orienté, la matrice de la rotation f'associée à l'angle e = 9 (x) 
(cf. tableau résumé, $ 15. 2b) ona : 


cos x sin x — b. 


b) Un abus de notations. 


Au lieu de prendre le radian pour unité d'angle, prenons le degré. Nous définissons deux 
nouvelles fonctions numériques dont les valeurs pour le nombre x sont notées COSiso x 
et sings, x. On a pour tout x réel : 


= Cos [s AI] = cos Fg% 


CoSis 
: s Lu 
sing, x = Sin [9 (3) = sin 155 x- 


Si l'unité d'angle est le grade, on peut définir, de méme, deux fonctions numériques dont 
les valeurs pour le nombre x sont notées cos;o, x et sing, x. On a : 


cos X = Cos [eano (2) = COS rg X, 
Sing x = Sin [2209 (2)] = sin 3 x 


Si x, y, z sont des représentants des mesures d'un méme angle dans les trois systèmes de 
mesure dont les unités d'angles sont respectivement le radian, le degré et le grade, on a : 
COS X = COS,go Y = COSa00 Z 
sin x = sings, y = Sing Z 


Nous écrirons, pour simplifier, ce qui est un abus de notations, 

cos x = cos (y?) = cos (z) 

sin x = sin (y °) = sin (zr) 
Notons que les tables usuelles donnent cos (y°), cos (z*"), sin (y9), sin (zT); ces tables 
sont données à la fin du volume avec des exemples de leur utilisation. 


exempte 
aw (45) = 0 (ss ss) -6 & (cf. $152 d) 


anoo (50) = 0 o so) =ý G 


nous écrirons : 


cos Z = cos (459) = cos (50 gr) 


z 
4 
i = sin (45°) = sin (50 gr). 


<) Définitions des fonctions tangente et cotangente. 
On appelle fonction tangente la fonction qui associe à tout nombre réel x le nombre E 


lorsqu'il existe. Ce nombre se note tgx- La fonction tangente n'est pas définie si et seule- 
ment si cos x = 0 c'est-à-dire Cos [0 (x)] = 0. 


Or Cos? [0 (9] + Sin? [9 œ] = OM? = 1. 
Donc Cos [9 (x)] = Osi et seulement si Sin [9 (x)] =,1 ou Sin [0 (x)] = — 1, c'est-à-dire 


si et seulement si la matrice de la rotation vectorielle associée à 0 (x) dans la base (OA, OB) 
D =? 01 

e« ( o) gu. ( 1 o) 

donc si et seulement si 0 (x) — 5, ou 9(x)— 8. (cf. § 14. 10 c) c'est-à-dire (consé- 

quence 6 du $ 15. 1 b) pour 


O xe5 Er] où Q Er] 


en effet, (1) pour k pair et (2) pour k impair). 
Donc la fonction tangente n'est pas définie pour les nombres 5 + Á s, k étant un entier 


relatif arbitraire. Pour tout nombre réel x 5^ jt kn (ke Z) on a donc : 


On appelle fonction cotangente la fonction qui associe à tout nombre réel x le nombre 
P lorsqu'il existe. Ce nombre se note cotg x. La fonction cotangente n'est pas définie 
si et seulement si sin x = O c'est-à-dire Sin [9 (x)] = 0. 

Or Cos? [0 (x)] + Sin? [0 (x)] = OM? = 1. 

Donc Sin [9 (x)] = 0 si et seulement si Cos [0 (x)] ou Cos [0 (x)] — — 1, c'est-à-dire 


si et seulement si la matrice de la rotation vectorielle associée à 0 (x) dans la base (OA, OB) 


1 0 —1 0 
est ( 1) ou ( 5 LT donc si et seulement si 06) — 6 ou 0(%)=& 


(cf. 8 14. 10. b) c'est-à-dire pour 

Gu x Dui o (9 x=»r Qu 

c'est-à-dire encore pour x = k z, k étant un entier relatif quelconque (on obtient, en 
effet, (3) pour k pair et (4) pour k impair). 

Donc la fonction cotangente n'est pas définie pour les nombres k v. k étant un entier relatif 
arbitraire, Pour tout nombre réel x + k x (k € Z) on a donc : 


cotg x — 


REMARQUE 
Le nombre réel x étant quelconque, soit M le point deW tel que : 


angle (OÅ, OM) =0 (9. 
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Soit r't l'axe tangent à AL en A, de vecteur unitaire égal à OB (fig. 3). 
On a : angle (OÅ, OB) = à,. 

Soit B' le point de tel que : angle (OÅ, OB’) = 5... 
Si x 5 + km, k étant un entier relatif arbitraire, on a M Æ Bet M # B’, et la 
droite OM coupe r't en T. Il existe une homothétie de centre O qui transforme le 


bi-point (A, T) suivant le bi-point (H, M) et on peut écrire : 


Arius 


c'est-à-dire 1 Ur 


Es 
OH 


donc 


tg AT 


Soit v’v l'axe tangent à UW en B, de vecteur unitaire égal à OÀ. Soit A' le point de‘ 
tel que : angle (OÅ, OA’) = ©. On a OA' = — OÅ (cf. $ 14. 10 b). Si x # km, 
k étant un entier relatif arbitraire, on a M + A et M # A' et la demi-droite [O, M) 
coupe v'v en T". Il existe une homothétie de centre O qui transforme le bi-point 
(B, T^) suivant le bi-point (IK, M) et on peut écrire : 


BT _ KM 


c'est-à-dire BT n es x 


cotg x = BT' |: 


En prenant les restrictions de ces fonctions tangente et cotangente respectivement à 


donc 


[o zl]? z] et J0, z{ nous obtenons les fonctions qui avaient été considérées 


en classe de Troisième. 


d) Relations entre les quatre fonctions circulaires. 


Les quatre fonctions numériques de la variable réelle cosinus, sinus, tangente et cotangente 
sont appelées fonctions trigonométriques. Le cercle jouant un rôle essentiel dans leur 
définition on les appelle aussi fonctions circulaires. Par définition, k étant un entier relatif 
arbitraire, on a : 


pour tout x 7 5 + kr, tgx = 
pour tout x Æ kr; cotg x = —— 


Il en résulte que : 


pour tout x Æ k 5» 


Nous avons aussi : 


(x€/R) Cos [0(x)] + Sin? [969] = 1 


donc : 


(xcR) cos? x + 


Notons que cette égalité montre que quel que soit x réel on a : 
cos x | <1 et |sinx| <1. 


Il en résulte que, k étant un entier relatif arbitraire, on a : 


z a Qu Sim x  cosx-psimx — 1 
pour tout x Æ 5 + ks, l4 tg Xl YT =J 


cost x _ sin? x + costx — 1 
Six © sinfx sint x 


pour tout x 5 kr, 14 cot x = 1+ 


On a donc, k étant un entier relatif arbitraire, 


pour tout x 3 5 + km, 14 gx es 


pour tout x 5£ kx, 1 + cotg? x = 
exercices 
: v3 
1. On donne sin x = 2 et on suppose cos x > 0. Calculer cos x, tg x, cotg x. 
2. On donne tg x = — $ et on suppose cos x < 0. Calculer cos x, sin x, cotg x. 
3. Simplifier : 
cost x + sint x + 3 sin? x cos? x 
sint x — sint x pA MM : 
8n (on suppose x + k S k entier relatif arbitraire). 


15. 4 RELATIONS ENTRE LES IMAGES, PAR LES FONCTIONS CIRCU- 


LAIRES, DU NOMBRE x ET DES NOMBRES 
x kk2n(ke Z), - x, n — 


n n 
g-""trgtxr 


a) Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x et x. + k2m. 


On a vu que, si x est un nombre réel arbitraire et k un entier relatif arbitraire (cf. § 15. 1 b) 
ona: 


8x4 k25) = 0(x), 


donc, k et K' étant des entiers relatifs arbitraires, 


(xe) 
(xe) 


cos (x + k27) = cos x 
sin (x + k2z) = sin x 


Le nombre réel 2 x est donc une période des fonctions cosinus et sinus; nous verrons 
au $ 15. 10 que c'est la plus petite période strictement positive de ces deux fonctions. 
On a de méme 


pour tout x 2&5 + Ks tg(x--k2z) — tgx 


pour tout x à K' z cotg (x + k 2 n) = cotg x. 

Le nombre réel 2 x est donc une période des fonctions tangente et cotangente; mais 
nous verrons au § 15. 10 que /a plus petite période strictement positive de ces fonctions 
est n. 
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b) Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x et — x. 
On a vu aussi (cf. § 15. 1 b) que pour tout x réel on a : 
$(—3--9), 
donc les rotations vectorielles associées à 0 (x) et à 0 (— x) sont réciproques l'une de 


l'autre (n'oublions pas que le groupe des angles est noté additivement, mais le groupe des 
rotations vectorielles est muni de la composition des applications notée o). Si la matrice 


a —b 
de l'une de ces rotations vectorielles est A = (s 2 la matrice de l'autre rotation 


b! 
vectorielle est A7! = (ES 2l (cf. 8 14. 6 b) donc les deux rotations vectorielles ont 


méme Cosinus qui est a et des Sinus opposés qui sont b et — b. Par suite : 


(xeR) — cos(— x) = cos x 
ŒxeR)  sin(—3 = — sin x 


Les points M et M’ images de 0 (x) et 0 (— x) par la bijection de Æ sur W sont symétri- 
ques par rapport à la droite (OA) (fig. 4). 


L'entier relatif k étant arbitraire, on a : 


z sin(— x) __ sinx 
pour tout x3 + kr tg (— 3 = (C = — cosx 
donc : 
Pouroutxzé;--km tg (=)= tgx 
tout x£ k TES AE PO Le eom 
pour tout xz km, — cotg(—3)— aC — — sinx 
donc : 
pour tout x Æ kr, cotg (— x) — — cotg x 
Théorème. 


La fonction cosinus est paire. 
Les fonctions sinus, tangente et cotangente sont impaires. 


€) Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x et * — x. 
Pour tout x réel, on peut écrire : 
8—x)= 


G)+ 0(— x) = 86) — 0 (x). 
— h) " 
Soit A = B 3l la matrice de la rotation vectorielle associée à 0 (x), la matrice 


b 
de la rotation vectorielle associée à — 0 (x) est A? = ls + La matrice de la 
rotation vectorielle associée à l'angle plat 6 (x) est (e i "i si) (cf. § 14. 10 b). Donc la 
matrice de la rotation vectorielle associée à 0 (x — x) est : 
—1 Of a B (Ca — ) 
CS ES Le UG a 


par suite : 


(xeR) cos (r — x) = — cos x 
(xcR) sin (r — x) = sin x 


les points M et M' images de 0 (x) et 0 (x — x) par la bijection de Æ sur lb sont symétri- 
ques par rapport à la droite (OB) (fig. 5). 


L'entier relatif k étant arbitraire, on a : 


z sin (x — x) sin x 
pour tout x 75 + 4m — !(—3 — Gy — cox 
donc : 
pour tout x 7£ 5 + km, tg — x) = — tg x 
cos (m — x) _ cos x 
pour tout x 7 km, cogn — 9 = xv — 3) ^ — sin 
donc : 
pour tout x km,  cotg (z — x) = — cotg x 
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d) Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x aF = cos G = j ud 


z 
Pour tout x réel nous avons aussi : pourtoutxÆ3+ km — cotg G E B zs FED E 
sin (5 — x 
z n 2 
9S cpm operto donc : 
: 2 : x r (o et z z 
la matrice de la rotation vectorielle associée à 0 3) -se( o} donc la pour tout x3 + km, coig (5 — j =. 
matrice de la rotation vectorielle associée à 0 G A >) est: 
P i NER © Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x et t + +. 
E a —a 
( à i9 b A = [i ) Des formules précédentes, on déduit pour tout x réel : 
cos (z + x) = cos [z — (— x)] 
On a donc : sin (x + x) = sin [x — (— 3] 


Les images M et M' des angles 0 (x) et 0 (x + x) ont des abscisses opposées et des ordon- 


d z 
(xeR) cos G — x) = sin x nées opposées donc M et M’ (sont symétriques par rapport à O (fig. 7). 


que) sin (5x 


) = cos x 


Les points M et M', images des angles 0 (x) et 0 G x) sont tels que l'abscisse de 


l'un est égale à l'ordonnée de l'autre : OH — OK et OK = OF. 
Il en résulte que M et M’ sont symétriques par rapport à la droite A d'équation y = x 


(fig. 9. 
Ce résultat géométrique se trouve autrement en remarquant que 
9 6m + x) = 0 (m) + 9) = 0 (x) +0 6) 
donc angle (OA, OM) = angle (OA, OM) + & 
comme & est l'angle plat c'est-à-dire l'angle de deux vecteurs opposés, OM et OM 
sont opposés. 
"n L'entier relatif k étant arbitraire on a : 
ig. " " 
pour tout x él +km ter + p=- 26t. =- tgx 
L'entier relatif k étant arbitraire, on a : Beba 02 008 x 
pour tout x Æ kx, COM Ge 0 LT ame — it 
a 
pourtoutxz£km, tg G = ) - résumons, étant un entier relatif arbitraire, on a : 
(xe)  cos(s-- x) = — cos x 
donc : (xc) sin (+ x) = — sin x 


pourtoutxÆ5+kr tg @ +x) = tg x 


pour tout x Æ kz, tg G — j = cotg x 
pour tout x Æ kz, cotg (x + x) — cotg x 
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Le nombre x est donc une période des fonctions tangente et cotangente; nous verrons 
au 8 15. 10 que c'est la plus petite période strictement positive. 


D Relations entre les valeurs des fonctions circulaires pour x et = Tx 
On a également pour tout x réel : 


cos (5 + x) = cos [5 - c 9] = sin (— 3) — — sin x 


sin (5 + x) = sin G- © 2] = cosc 20 = cosx 


fig. 8 


Ces égalités permettent de construire M’ image de 0 G + +) connaissant M image de 


6 (x) (fig. 8) en portant sur x'x : OH = — OK et sur y’y : OK’ = OH. Remarquons 
aussi que : 


0 (5 + x) = 0 (5) + 060 = 060 + 0 (5) 
donc angle (OA, OM) = angle (OA, OM) + à, ; 


comme 
angle (OA, OM") = angle (OA, OM) + angle (OM, OM) (relation de Chasles) 


on a donc 
angle (OM, OM) = 


ier relatif k étant arbitraire on a : 


pour tout x Æ km, tg G+) 


pour tout x3 + km, cote (5 + x 


en résumé, k étant un entier relatif arbitraire, 


WER) cos (5 + x) = ES 


(xc) sin G+ j — osx 


pour tout x kr, te (5 + x) = — cote x 
pour toutxÆ5+ km, — cotg G E x) = —t@x 
exercices 
Simplifier : 


1 sin Gr +a); cos F = a); ig & * x} 
2. cos (m — a) + sin (5 + a) =+ cos (m + x sin + (FF + a): 


3. tg Bue eem (F+) (F H) 


15.5 VALEURS REMARQUABLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES —— 


Nous nous proposons de calculer les valeurs, si elles existent, des fonctions circulaires 
pour 


a) Valeurs pour x = 0. 
On sait que 0 (0) 


(GÀ, OB) orthonormée de sens positif est I, = ( i) 


donc 


c et la matrice de la rotation vectorielle associée à « dans la base 


la fonction cotangente n'est pas définie pour x = 0. 


b) Valeurs pour + = 7- 


On sait aussi que 6. G = 5, et la matrice de la rotation vectorielle associée à 3, dans 


la base (OA. OB) est (1 o) 
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donc 


la fonction tangente n'est pas définie pour x = 7 


n n 


€) Valeurs pour + = 3 et valeurs pour x = & 
On a : 


5 = 04 —0(35) = 30 (5). 


donc 6 G) est une solution de l'équation : 
o 39=0 


(c angle plat, e angle cherché). 
—b 


3) avec a? + b? = 1 la matrice de la rotation vectorielle 


Désignons par ( 
associée à ọ on a : 


E 36 IE 
E e eos 
Donc : 

a — 3ab* Q 
(0 < (5) [o Q 

a+b=1 (4) 


en remplaçant dans (3) a? par 1 — b? on a : 
3(1 — b) b — b = 0 ou encore 3b— 4b —0 


3 4/3 


dont les solutions sont 0, ^77: — -7 les solutions de (S) sont : 
1 Ta) n — «V3 
Cp e XJ e p S) 
Ces solutions ont pour images A’, M, M' (fig. 9) ; l'angle associé à A' est l'angle plat a, 
Š eto, =] donc 0 G) € 4, (cf. axiome 2 de définition de 0) et Sin b à > 0 donc 


o G est l'angle associé à M, o(- 3) =- (5) est l'angle associé à M’. Nous 


avons donc : 
r_1 
9-7 
SO 
EURE a 
sin $ 
lig Sm 5 ue a /3 
#3 EVO 
SORS 
cos = NA 
z 3 3 
Seb ETA 
| sin à 
Remarquons que c = 7 — 3 donc 
[RE 
cosg = sin 3 = 75 
Tu Re arl 
eu gr; 
è xu 
LP ALL Pois 1 
Ee LA 
coter = 183 = V3 


r d 
a -»() - (3 = 


donc 6 () est une solution de l'équation : 


© 29—8, 
(8, angle droit de sens positif, ẹ angle cherché) 


211 


- 
A avec a? + b? — 1 est la matrice de la rotation vectorielle associée à o on a : 


O —- ( mA -2-6 x avc a+ & — 


Donc : 
e-p 
9 < faa- 
+= 
les solutions de ce système sont (A va) et (- ve) ES et ont pour 


images M et M' (fig. 10). Comme 3 appartient à [0, x], *() appartient à 4, et 
Sin p E) 20 donc 0 () est l'angle associé à M, par conséquent 

»(s + 3) = 0) + «() 
est l'angle associé à M’. 


Nous avons donc 


fig. 10 


On peut résumer ces valeurs remarquables dans le tableau suivant. 


fonction 
non 
définie 
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1. Trouver les valeurs des quatre fonctions circulaires pour 27,27, 7, 287, Bi 


CRAFT od 
2. Calculer cos (2259), tg (4959), sin (350 gr), cotg (500 gr). 


15. 6 ÉQUATIONS FONDAMENTALES 


a) Équation (1) cos x = a. 
Nous nous proposons de résoudre et discuter l'équation (1) où a est un nombre réel 
donné, x un nombre réel que l'on cherche. Pour tout x réel on a : 
a) «— Cos[9 GJ] — a. 
L'angle © (x) sera déterminé par son Cosinus qui est a donné et par son Sinus qui est 
un nombre b que l'on cherche. On a a? + b = 1. 
Premier cas : a # [ — 1, 1], 6? — 1 — a? < 0 ce qui est impossible; (1) n'a pas de solu- 
tions. 
Deuxième cas : a e [— 1, 1]. Supposons d'abord — 1 < a < 1. 
Il existe deux nombres distincts b tels que a? + b? = 1. Ce sont 4/1 — & et — 4/1 — d. 
Il existe un angle unique 9 tel que 
Cose = a 
Sing = yI — ai 
et un angle unique (— +) opposé au précédent tel que 
Cos (—9) 
Sin (— @) = — V1 — à 
Les images de 9 et (— 9) par la bijection de Æ sur *l sont deux points M et M' ayant 
méme abscisse a et des ordonnées opposées 4/1 — aet — 4/1 — af. M et M' sont donc 
symétriques par rapport à xx. On peut les construire (figure 11) en portant OH = a 
sur xx, M et M' sont les points d'intersection de A et de la perpendiculaire en H à 
xx. 


Si æ est une détermination de ọ, (— «) est une détermination de (— 9) et pour tout x 


réel : 
M < G=a Dn ou =—a Pr) 
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l’ensemble des solutions de (1) est l’ensemble des nombres de deux classes (opposées) 
d’équivalence de IR modulo 2 x. 


Si a = 1, il existe un seul nombre b tel que a? + b? = 1, c'est le nombre b = 0. 


L'angle dont le Cosinus est 1 et dont le Sinus est 0 est l'angle nul o de mesure Ô. 
Son image est le point A (fig. 11). Pour tout x réel : 


(0) < 620 Pr). 
Si a = — 1, il existe un seul nombre b tel que a? + b? = 1, c'est le nombre b = 0. 


L'angle dont le Cosinus est — 1 et dont le Sinus est O est l'angle plat & de mesure 5. 
Son image est le point A' (fig. 11). Pour tout x réel : 


D <> (x2 Pr). 
On peut résumer ces divers cas en énonçant : 


Théorème. 


Si a e [— 1, 1], il existe au moins un nombre a tel que cos a = a et, k étant un entier 
relatif arbitraire on a 


(yxeR) (cosx=a) <> (x-a-k2nouxe —a-k2n). 


On obtient deux classes distinctes, modulo 2 z, de solutions de (1) si — 1 < a < 1 et deux 
classes confondues si a = 1 ou a = — 1. 


REMARQUES 


1. Il en résulte que la fonction cosinus : X ——— cos x, considérée comme appli- 
cation de IF. dans (— 1, + 1], est une surjection de IR. sur [— 1, 1]. 


Cos ọ = a 
Sino = VI — 


2. Pour tout a de [— 1, 1], soit ọ l'angle tel que 
mination principale de 9 est un nombre a, de ]— 
a € (0, x]. Donc : 
Pour tout a € [— 1, 1), il existe a, unique de (0, v) tel que cos a, = a. Autrement dit : 
La restriction de la fonction cosinus à 0, x] et prenant ses valeurs dans [— 1, + 1], 
est une bijection de [0, x] sur [— 1, 1]. 

3. L'équation 


la déter- 


cos x = cosa 

( réel donné, x réel cherché) est de la forme (1) avec a = cos x et on peut écrire 

pour tout x réel et pour tout æ réel, k étant un entier relatif arbitraire, 
(cosx — cósa) <> (x=a+k2r ou x——a-Fk2m) 

Si f et g sont deux fonctions numériques de la variable réelle x, on peut écrire pour 

tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire : 

cos [fœ] = cos LG) -«— Sa) —£6) tkn 


ou fG)—- —gG)-- k27). _ 


EXERCICES RÉSOLUS 
1. Résoudre dans R l'équation 


© Sean i 
Remarquons que cos (x — 2) = — cos Z = — ldone & — $ = 27 est une 
RE 3 tud erp rx 


solution de l'équation donnée et on peut écrire les équivalences suivantes, pour 
tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire : 
2x 


(E) <> «cos 4x = cos T 


n). Comme sin 9 > 0, on a P 


© —- CESSE ou 4x = — 2E + k2x) 
D — (-5+45 c x=-7 kg 
Conclusion : les solutions de (E) sont? + k5 et — kk étant un 


entier relatif arbitraire. 
Représentons les images de ces solutions c'est-à-dire les points images par la bijec- 
tion de 4 sur *l des angles ayant pour déterminations les nombres solutions. Ainsi 
si x est une solution, on lui associe le point M défini par le schéma : 

x — 9) (—— M. 


Images des nombres x = ? + k3- Remarquons que si k augmente de quatre unités, 


x augmente de 2 x et on ee dns image donc pour obtenir toutes les images 
il suffit de donner à k quatre valeurs consécutives, par exemple, 0, 1, 2, 3. 


fig.12 

k=0 x-$ image Ms (fig. 12) 
k=1 n=5+5=%+5 M » 

k=2 n=ftr=mts Mo» 

k=3 m=i+=u+i Mo» 


on peut remarquer que Mo, Mı, Ma, M, sont les sommets d'un carré. 


Images des nombres x = — % + k 7, Nous remarquons, de méme, que si k augmente 


de quatre unités, x eret de 2 # et on retrouve la même image donc pour obte- 
nir toutes les images il suffit de donner à k quatre valeurs consécutives, par exem- 
ple, 0, — 1, — 2, — 3. Les nombres obtenus xj, xi, xi, xy sont alors les opposés 
respectivement de xo, xy, Xa x et les images Mo, Ms, Ms, Ms sont symétriques de 
Mo, Mis Ms, M; par rapport à la droite (OA) (cf. $ 15. 4 b). 

2. Résoudre dans R l'équation: 


o E in 
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On peut écrire les équivalences suivantes, pour tout x réel, k étant un entier relati 
arbitraire : 


[eos (x +2) =s G- 2:)] den ES. c 


(i $- 52e] <—> (5-572) 
z 
36 


= 23) +42] — [i-es] 


— k= +42), 


<> (een) (en posant & = — k). 
Conclusion : les solutions de(E) sont 5c + k E et LL + 27, k et k' étant 
des entiers relatifs arbitraires. 


Images des solutions x = Š + k 2 Si k augmente de trois unités, x augmente de 


2 et on retrouve la même image. Nous aurons toutes lés'images en donnant à k 
les valeurs 0, 1, 2 


sik=0 = 7% image M, (fig. 13) 
2 2 

ni mms mo 
4 

k=2 PELLE M o» 


on peut remarquer que Mo, Mı, M, sont les sommets d'un triangle équilatéral. 
Image des solutions x = T + Km. Toutes ces solutions ont la méme image 
obtenue en donnant à &' la valeur 0 : 


: T 
ik=0 x= image M' (fig. 13) 
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EXERCICES 
Résoudre dans IR et construire les images des solutions des équations suivantes : 


3. cos Go = V2. 


4. cos x — cos (3x + 60°). 
Wed. 
sos (s = 3] = m (553). 
b) Équation (2) sin x — b. 
Cherchons les solutions de l'équation (2) où b est un nombre réel donné et x un nombre 
réel que l'on cherche. Pour tout x réel, 
Q) -—- Sin [8(x)] — 5. 


L'angle 0 (x) sera déterminé par son Cosinus qui est un nombre a que l'on cherche et 
par son Sinus qui est le nombre b donné. On a a? + b? = 1. 
Premier cas : b g e[— 1, 1], aè = 1 — b? < 0 ce qui est impossible. (2) n'a pas de 
solutions. 
Deuxième cas : b € [— 1, 1]. Supposons d'abord — 1 < b < 1. 
Il existe deux nombres distincts a tels que a + b? = 1. Ce sont /1 — Bet — 4/1 — D. 
Il existe un angle unique 9 tel que 

Cos 9 = A/1— B 

Sin ọ =b 
et un angle unique $' tel que 

Coss = — 4/1 — bi 

Sin o 
Ces angles ont méme Sinus et des Cosinus opposés donc leurs images M et M' par la 
bijection de Æ sur U sont symétriques par rapport à y'y. On peut les construire (fig. 14) 


en portant OK = b sur y'y, M et M' sont les points d'intersection de UW et de la perpén- 
diculaire en K à y'y. 


figa Y 


Si « est une détermination + on a 


p 


A 


cos (z — a) = — cosa 
sin (x — a) = sina = b 
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donc s — « est une détermination de g/ et pour tout x réel on a : 

O «—- (= Dx ou x-z—a« (2x) 
l’ensemble des solutions de (2) est l'ensemble des nombres de deux classes d'équivalence 
de R modulo 2 s. 


Si b = 1 il existe un seul nombre a tel que a? + b? = 1, c'est le nombre a = 0. L'angle 
dont le Cosinus est © et dont le inus est 1 est l'angle droit de sens positif 8, de mesure 


Son image est le point B (fig. 14). Pour tout x réel on a donc : 


z 


O —— (e 2 3) 


Si b = — 1 il existe un seul nombre a tel que aè + b? = 1, c'est le nombre a = 0. 
L'angle dont le Cosinus est 0 et dont le Sinus est — 1 est l'angle droit de sens négatif 3 


dons (- 3) Son image est le point B' (fig. 14). Pour tout x réel on a donc : 
z 
Q- q (s =-; 2a): 


On peut résumer ces divers cas en énonçant : 


Théorème. 


Si b € [— 1, 1], il existe au moins un nombre æ tel qu 
entier relatif arbitraire on a : 


(xe R) (sinxeb) <> (x=a+k2r ou xen—ak2m). 


in a = b et, k étant un 


On obtient deux classes distinctes, modulo 2 , de solutions de (2) si — 1 < b < 1 et 
deux classes confondues si b = 1 ou b = — 1. 


REMARQUES 


4. Il en résulte que la fonction sinus: x —» sin x, considérée comme application 
de IR. dans [— 1, + 1), est une surjection de IR sur [— 1, 1]. 


5. Pour tout b de [— 1, 1], soit 9 l'angle tel que | Eid EA — P. la détermi- 
* 


mation principale de o est un nombre a de ]— 


Li 


z]. Comme Cos 9 > 0, 
on a a € |— % 5] Donc: 
ao Pi : 


Pour tout nombre b donné de [= 1; 1], i exste ay unique de | 
Autrement dit: 
La restriction de la fonction sinus à E 


] tee sin a, = b. 


3] et prenant ses valeurs dans [— 1, 1] 
est une bijection de [— Fijas. 

6. L'équation sin x = sina 
( réel donné, x réel cherché) est de la forme (2) avec b = sin æ et on peut écrire 
pour tout x réel et pour tout a réel, k étant un entier relatif arbitraire, 

(inx=sina) <> (x=a+k2r ou x=r—a+k2r) 

Si f'et g sont deux fonctions numériques de la variable réelle x, on peut écrire pour 
tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire : 
(sin GI = sin [p QD) <—> U) =g) k2z 

ou f()-—x—g£0()-Tk2n) 


EXERCICES RÉSOLUS 
6. Résoudre dans R l'équation : 
A PEY 

(E) sin (429) = sin Y | ., 

On peut écrire les équivalences suivantes, pour tout x réel, k étant un entier relatif | 

arbitraire : i 

(B) <=> sin (49) = sin (60°) 

4x = 60 + k.360 


ou 
4x = 180 — 60 + k 360 
x = 15 + k90 


e| 


— ou 

vil | x = 30 + k90 (l'unité d'angle étant le degré). 

Conclusion: les solutions de (E) sont 15 + k90 et 30 + k 90, l'unité d'angle 
t le degré, k étant un entier relatif arbitraire. 3 

po puoi x = 15 + k90. Si k augmente de quatre unités, x augmente 

de 360 et on retrouve la même image. Nous aurons toutes les images en donnant à k 

les valeurs 0, 1, 2, 3 Ces images sont les points Mo, Mı, Ma, M; (fig. 15) sommets 

d'un carré. 


i ême, en donnant à k les 
Images des solutions x = 30 + k 30. On les obtient, de méme, n 
Frs 0, 1, 2, 3. Ce sont les points Mp, Mi, Ms, M; (fig. 15) sommets d'un carré. 


7. Résoudre dans R l'équation: 
Œ) sin 3 x = cos x. 


On a pour tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire : 
(E) <> sin 3x = sin G- 3) 
3x=3-*+k2r 
ou 
3x =r- (5x) +k2r 


(B <— 


| 
= 
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Conclusion : les solutions d = 
s de (E) sont les nombres p + k © et les nombres 


z 

3 + Km, k étant un entier relatif arbitraire, 
x 
g Ce sont les points Mo, M, Ma, M, (fig. 16) 
obtenus en donnant à k les valeurs 0, 1, 2, 3. 


Images des solutions x = E Yk 


Images de =7 i À 
Images des solutions x = 2 + km. Ce sont les points Ms, M; diamétralement 
opposés (fig. 16) obtenus en donnant à k les valeurs 0 et 1. 


M: 
fig. 16 * 


8. Résoudre dans R. l'équation: 
Œ) inž = 
DT 
On a pour tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire : 


®© < sin = sinc 
e — [6-85 2) ou G-r-2+42)] 
F + kán) ou (i-e JI 
l'image des nombres 5 + 4x est le point M (fig. 17) mais tout nombre dont l'image 


est M n'est pas nécessairement soluti. E -= X 
lution de (E) : les nombres 5 + 2,5 + 6m et 


plos généralement $ + A27, h étant un entier relatif impair arbitraire, ont pour 
image le point M mais ne sont pas des solutions de (E). 
De méme l'image des nombres 27 + k47 est le point M' (symétrique de M par 


rapport à la droite (OA) car p = 25 — 5) mais tout nombre dont l'image est M' 


west pas nécessairement solution de (E) : les nombres ŽŽ + 25, 5T. + 6 et plus 
3 3 


généralement ŽŽ + À 2, A étant un entier relatif impair arbitraire, ont pour image 


3 
le point M' mais ne sont pas des solutions de (E). 
Nous voyons là une différence essentielle avec les exemples précédents pour lesquels 
toute solution de l'équation considérée avait une image déterminée M et tout 
mombre d'image M était solution de l'équation. Dans les exemples précédents 
(exercices 1 à 7) on peut dire qu'il y avait autant d'images sur le cercle AL que de 
classes, modulo 2x, de nombres solutions. Dans l'exemple présent, on démontre 
sans difficultés, que la relation dans IR définie par : 

«il existe k € Z tel que x — x = k47» 
est une relation d'équivalence dans IR; les solutions, dans cet exemple, sont tous 


les nombres de deux classes de représentants 5 et 5T modulo 4 v. 


EXERCICES 


Résoudre dans IR et construire les images des solutions de : 
: E E 
9. sin (3x — j + cos (2x - 3) «d; 


10. sin G y 3) = VS. 


€) Équation (3) tg x = c. 
Cherchons les solutions de l'équation (3) où c est un nombre réel donné et x un nombre 
réel que l'on cherche. Pour cela cherchons les angles 0 (x), x étant solution de (3). 0 (x) 
est déterminé si l'on connaît a = Cos [0 (x)] = cos x et b = Sin [8(3)] = sin x. Le 


ï 4 sin x 
problème revient donc à chercher a et b connaissant tg x = coc — € et sachant que 


+= 


Quels que soient les nombres réels a, b, c on a : 


e 
a+b=1 dica —1 m ri 
a a VES 
5 0 -—— 
£ e d Mire 

@=1 où +=—1) 


quel que soit c, il existe un angle unique + tel que 


1 
PATES 


: 3 
Mie ee 


Cos 
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et un angle unique 9’ tel que 


Coss! = 
Sin s = — 


Les 4 i 
Le angles o et 9' ont des Cosinus opposés et des Sinus opposés donc leurs images M et 
sont symétriques par rapport à O. On peut les construire (fig. 18) en portant AT = c 


sur /'t, M et M' sont les points d'intersection de W et de la droite (OT). 


vira 


et (c. 81530) 


c 
Via 
1 


D COs a = 
Si « est une détermination de ọ on a 
sin a = 
cos (r + a) = — cos a = — 


Vire 


sin (r + a) = — sin « = — ——— 
ViF a 


à SE 
lonc 7 + « est une détermination de s' et pour tout x réel, k étant un entier relatif 


arbitraire, on a : 


O <= (x —&x- k2n 


ou 


x- 


+ a + k2z) 


on obtient deux classes distinctes, modulo 2 x, de solutions de (3). On peut écrire 


D Gent kx 
et on peut résumer en énonçant : 


ou 


x—adQk ir) 


Théorème. 


Quel que soit le nombre réel c donné, il existe au moins un nombre a tel que tg x = € 
et, h étant un entier relatif arbitraire, 


(qxeR) Ggx=c) <> (x-a-thmn). 


On obtient une classe, modulo 2 x, de solutions de (3) si À prend toutes les valeurs paires 
et une autre classe si À prend toutes les valeurs impaires. 


REMARQUES 


7. Tl en résulte que la fonction tangente: x »—— tg x définie pour tout x + tkm 


(k € Z) est une surjection de l'ensemble des nombres x #3 + kr (k € Z) sur R. 


1 
cue dM, 
VI + € ja détermina- 


e 
di e = 
eT Id 

tion principale de q est un nombre aj de ]- s, zl Comme Cos g > 0 on a 


8. Quel que soit c donné, soit q l'angle tel que 


as € ]- PER Donc : 
Pour tout nombre c donné, il existe « unique de 
Autrement dit : 


Larson de la fonction tangente à | Z, 2[ est une bijection de ]- piler. 


E El tel que tg % = C. 


9. L'équation 
tgx tgo 
(a réel donné, x réel cherché) n'est de la forme (3) avec c = tg œ que si tg a existe 
c'est-à-dire si a # 5 + kr (k e Z). On peut écrire pour tout x réel, pour tout 


a # F + kn (ke Z) et pour tout entier relatif h : 
(gx tga) <> (tu hr) 
et si fet g sont deux fonctions numériques de la variable réelle x on a : 
Sœ = £6) + hn 


GEL) = tsio) -— mE 


Notons qu'on peut remplacer la condition g (x) + 5 + km par la condition 


So # 5 + kr si elle est plus simple. 


EXERCICES RÉSOLUS 


11. Résoudre dans IR. l'équation: 
Œ) tg (5 xm = 


On sait que tg 7 = tg (50) = 1 donete | 
réel, h étant un entier relatif arbitraire on a 


(E) <— (tg(5x9) = tg (— 500) 
Œ) <—> (5x= — 50 + h 200) 
(E) <> (x =—10+ h40) (l'unité d'angle étant le grade). 


= tg (— 50e) = — 1 et pour tout x 
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Si h augmente de dix unités, x augmente de 400 et on retrouve la méme image sur 
le cercle trigonométrique 4L. Nous aurons donc 10 images My, M;, … My (fig. 19) 
obtenues en donnant à # les valeurs 0, 1, ..., 9. Ces 10 points sont les sommets d'un 
décagone convexe régulier. 


fig. 19 


12. Résoudre dans R. l'équation: 
(E) 2x = ( à) 


On peut écrire pour tout x réel, A et k étant des entiers relatifs arbitraires : 


axe EL hn duxi Eu ak 
s 4 
Œ) <—> x -— 
LIES 
2x3 dn xA#THRE 
LANES 
x-2$43 
(E) <—> i n 
x#7+45 


les nombres À + 4 5 ne sont solutions de (E) que si 4^ $* F +43 c'est 
à-dire si + $ c'estä-dire si 2A # 3k, pour cela il faut et il suffit que A soit 
différent d'un multiple de 3. 

Conclusion: les solutions de (E) sont les nombres 7 -+ A © A étant un entier relatif 
quelconque non multiple de 3. 

Images des solutions (fig. 20). Les nombres 2 + h 5 ont pour images les points My, 
Mis Mas Ms, My M, obtenus en donnant à Ales valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5. Les nombres 
i +k H ont pour images les points P, = Me, Pj, P; = Ms, P, obtenus en donnant à 
kles valeurs 0, 1, 2, 3. Les images des solutions de (E) sont les points M, M;, My Ms. 

Exercices 
Résoudre dans R et construire les images des solutions des équations suivantes : 


13. 1 (2x — 3) 45-0 


14. 2x te (s 2) e 


15. 7 FORMULES D'ADDITION ET DE MULTIPLICATION PAR DEUX — 


a) Formules d’addition. 


Soient a et b deux nombres réels quelconques. Connaissant les valeurs des fonctions 
circulaires pour x = a et x = b, nous nous proposons de calculer les valeurs des fonc- 
tions circulaires pour x = a+ b et x = a — b. a 3 
Quels que soient a et b réels, 8 étant toujours l'application surjective de IR sur Æ définie 
au § 15. 1 b, ona : 
cos (a + b) = Cos [9 (a + b)] = Cos [8 (a) + 9 (b)] 
et on peut écrire, d’après les formules d'addition des angles données au 8 14. 9 c : 
cos (a + b) = Cos [8 (a)] Cos [9 (5)] — Sin [9 (a)] Sin [9 (5)], 
ou encore : 
cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b. 
On en déduit, en changeant b en — b (cf. 815. 4 b) : 
cos (a — b) = cos [a + (— b)] = cos a cos (— b) — sin a sin (— b) 
= cos a cos b + sin a sin b. 


On a aussi 
sin (a + b) 


Sin [9 (a + b)] = Sin [9 (a) + 9 (b)) 
[9 (a) Cos [8 (b)] + Cos [9 (a)] Sin [9 (b)] 
in a cos b + cos a sin b. 


On en déduit, en changeant b en — b : ; 
sin (a — b) = sin [a + (— 5)] = sin a cos (— b) + cos a sin (— b) 
= sin a cos b — cos a sin b. 


Si l'on suppose a + b 36 5 + kx (keZ), on obtient : 


in (a + b) _ sin a cos b + cos a sin b , 
cos(a + b) ` cos a cos b — sin a sin b° 


tg (a + b) 


si l'on suppose, de plus, a43 + kr et bÆ3+kr (keZ), divisons numé- 
rateur et dénominateur par cos a cos b, nous obtenons : 


sina , sin b 
LIAC eM Xn Ye 
sinasinb 1—tgatgb 


cos a cos b 


tga +b) = 


On en déduit en changeant b en — b, si l'on suppose a — b, a et b différents de 
5 Lkr (keZ), 


tga + tg (— D) 

tg(a — b) = tg la + C- D) — et 
_ tga- tgb. 
“iF tgatgb 
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b) 


En résumé, nous avons les formules suivantes, appelées formules d’addition pour les 
fonctions circulaires : 
Quels que soient les nombres réels a et b : 


Q cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b 
Q cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b 
@ sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b 
@ sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b 


Quels que soient a £ F + km, b 5 + kr et pourvu que a + b £ 5 + kr 
(keZ): 


tga + tgb 


(9 Tenat 


tg (a + b) = 


Quels que soient a £ 5 + Kem, b 5 + kx et pourvu que a — bul kr 
(keZ): 


@ 


EXEROIOES 


1. Calculer les valeurs du cosinus, du sinus et de la tangente 


z 
pour x = zy 


12 (remarquer que 5735-57 5-8 
pour x = 27, 
T2 
pour x = 17. 
iz 
2. Calculer 
cos (709) cos (209) — sin (709) sin (20°) 
tg (80€) — tg (3087) 
1 F tg (807) tg 006) 
3. Simplifier les expressions suivantes, quand elles sont définies : 
1+tga tga—1 
1—wa igaci 


[remaraner quel — tg 3} 


Formules de multiplication par deux. Application. 


Nous nous proposons de calculer les valeurs des fonctions circulaires pour 2 a, connais- 
sant celles des fonctions circulaires pour a. 
Pour b = a; la formule (1) précédente devient : 


cos 2 a = cos? a — sin? a, 


ce qu'on peut calculer uniquement à l'aide de cos a ou uniquement à l'aide de sin a, 
compte tenu de la relation cos? a + sin? a = 1; on a, en effet : 


cos 2 a = cos? a — (1 — cos? a) 
—2cofa—1 


cos 2 a = cost a — sin? a = (1 — sin? a) — sin? a 
=1—2sina 
Pour b = a; la formule (3) devient : 
sin 2 a = 2 sin a cos a. 
Pour b= a, les conditions de validité de la formule (5) deviennent, k étant un entier 
relatif arbitraire et pour tout a réel : 
s : z TES 
(GA +kr à 24355 kn) — (iem et a#5+4i) 


et la formule (5) nous donne, ces conditions étant remplies : 
28a 
Ban uia 


En résumé nous avons les formules suivantes, appelées formules de multiplication par 
deux, ou formules de duplication pour les fonctions circulaires, pour tout nombre réel a : 


[uU] cos 2a = cos? a — sin? a = 2 cost a — 1 = 1 — 2 sin? a 
® sin 2a = 2 sin a cos a 
pour tout nombre a différent de $ + kret de? +k3 (keZ): 


[2] 


De (7) on déduit aussi les formules souvent utilisées, pour tout nombre réel a : 


cos a = L3 © 2a 
2 

xa 10024 

sin! a = — 7— 


Application. 
Cherchons à évaluer les trois nombres cos 2 a, sin 2 a, tg 2 a uniquement à l'aide de la 
valeur, pour a, d'une même fonction circulaire. On sait exprimer (cf. § 15. 3 d) cos? a 


en fonction de tg a. Si a£ 5 + km, on a 1 + tg? a = donc d'après (7) : 


a 


— 
IF tga 


cos 2a = 2 cos? a — 1 = 


et d’après (8) : 


sin 2a = 2 sin a cos a = 


et nous avons la formule (9) qui donne également tg 2 a en fonction de tg a, si 


as km æsi aXl4kj (eZ) 


Si l'on pose 2a = x et 


actio 


la condition a 4 5 + kx devient x 34 x + k2x et la condition a 4 i +k 5 devient 


xx 5 + Km, par conséquent : 


pour tout x + k2r (keZ): 
mé liens 2t urs 
sx Snx= pe |aeg=! 


(eZ): 


pour tout x différent de x + k2x et de; + kr 


: 2t 
x= p 


Nous pouvons énoncer : 


Théorème. 


: : : x 
Les valeurs cos x et sin x s'expriment rationnellement en fonction de tg 5 = £ pour 


tout xs v + k 2m, la valeur tg x s'exprime aussi rationnellement en fonction de tg 5 = t 


x 


pour tout x différent de x --k27 et de; kz (keZ). 


EXEROIOES 


4. Calculer les valeurs du cosinus, du sinus et de la tangente 


P 
pour x = 5; 


(remarquer que F = 2 E Comparer les résultats trouvés à ceux de l'exercice 1 
du sous-paragraphe a ci-dessus. 


5. Calculer les valeurs des cosinus, du sinus et de la tangente pour 5- 

6. Formules de multiplication par 3. En appliquant les formules d'addition à 
cos 3a = cos (2 a + a) et à sin 3a = sin (2a + a) et en utilisant les formules 
donnant cos 2 a et sin 2 a, calculer cos 3 a uniquement en fonction de cos a et cal- 
culer sin 3 a uniquement en fonction de sin a. 

Calculer tg 3 a en fonction de tg a (préciser les conditions de validité de la for- 
mule). 
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15.8 


a) 


TRANSFORMATION DE a cos x + b sin x 
ÉQUATION a cos x + b sin x + c — 0 


Transformation de a cos x + b sin x. 


Écrivons les formules d'addition (1), (2), (3), (4) (cf. 8 15. 7 a) en remplaçant a par x et b 
para: 


ay cos (x + a) = cos x cos a — sin x sin a, 
oy cos (x — a) = cos x cos a + sin x sin a, 
Gy sin (x + a) = sin x cos a + cos x sin a, 
(ay sin (x — a) — sin x cos « — cos x sin a; 


nous remarquons que les secondes membres de ces égalités sont, tous, de la forme 
acos x + bsin x. 

Réciproquement soit le nombre S = a cos x+ b sin x donné; existe-t-il un nombre réel y 
tel que S — cos y ou S — sin y? Nous voyons que cela ne sera pas toujours possible car 
dans les formules (1") à (4) on a a = cos « et | b | = sin ou |a| = sin «et b = cos «, 
donc a* + b = 
Cas particulier : a? + b? = 1. Dans ce cas particulier, il existe un angle unique ayant 
pour Cosinus et pour Sinus les nombres donnés a et b. Si « est une détermination de 9 
ona: 


cosa=a et  sina=b, 
et on peut écrire : 
S = cos « cos x + sin « sin x = cos (x — a). 
Cas général : a? -+ b? 34 1, on peut chercher un coefficient À 7^ 0 tel que 
AS = à a cos x + àb sin x 
puisse se transformer comme précédemment, c'est-à-dire tel que (à a)? + (à b)? = 1, c'est- 
à-dire, >? (a? + b?) = 1, ou encore, si a et b non tous deux nuls : 


1 n 
TE 


" 1 1 à 
nous avons le choix entre à = et i= . Choisissons, par 
CENE Vay 


1 


exemple, à = ET 


On peut alors écrire : 


yi 


b 
aAS— cos x 4- sin x. 
Vers 


a 
Ma b 


Sus b 
Nous sommes dans le cas particulier précédent et les nombres —— = et 

CB Var 
sont le Cosinus et le Sinus d'un angle e unique. Si « est une détermination de on a : 


a : b 


STARR erm 


AS = cos a cos x + sin a sin x = cos (x — a) 


s Leos (x — 9 = VEF B cos (x — a). 


La formule a cos x + b sin x = 4/4? + b cos (x — a) est encore vraie si a = b 
et ceci quels que soient les nombres réels x et «, d’où : 
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Théorème. 
Quels que soient les nombres réels a et b il existe un nombre réel a tel que 
(Mx€R) a cos x + b sin x = 4/27 + P cos (x — a). 


REMARQUES 
1. La méthode utilisée permet de résoudre le système 
cosa = a, 
psina = b, 


où a et b sont des nombres réels donnés et p et æ les inconnues. 

2. Si aè + b = 1, on a vu qu'il existe un nombre « tel que cos æ = a et sina = b 
et on a mis S sous la forme cos (x — a). On verrait, de méme, en supposant tou- 
jours a? + b? = 1, qu'il existe un nombre a tel que : 

par exemple, sina — aetcosa — b on trouverait S = sin (x + a), 
ou, parexemple, cosa — b on trouverait $ = cos (x + a), 
ou, parexemple, sina b on trouverait S = sin (x — 2), … 


Si aè + b* # 1 on arriverait de méme à d'autres résultats pour S. 


exewPLES 
1. S = cos x + sin x. 
ki ambei VEFE- Va 
s = Vi (e x + in x) = V2 (Y cos x + À sin x) 
S = V (cos Ș cos x + sin % sin x) = Z cos (x 3) 
on peut écrire aussi : 
S = VA (in Ș cos x + cos Ș sin x) = Visa (5 +a): 
2. S = cos x — sin x. 
Des Va b = 2, 
où : 
s = VA (Jaos x — un s) = V2(V2 cos x — Yn x) 
s=Vi os 5 cos x — sin Z sin x) = V/Z cos (F + ;) 
on peut écrire aussi 
5 = Và (sin % cos x — cos Ș sin x = Visin Ex). 
Notons que ces résultats peuvent se déduire aussi de ceux de l'exemple 1 en rempla- 
çant x par — x. 


EXERCICES 
Transformer les expressions suivantes de manière à n'avoir qu'un seul cosinus 
ou un seul sinus. 


1. cos x + 4/3 sin x. 
2. V3 cos 3x — sin 3x. 


b) Équation a cos x + b sin x + c = 0. Première méthode. 
Nous nous proposons de résoudre et discuter l'équation 
(E) a cos x + b sin x+ c =0 


a, b, c étant des nombres réels donnés, x l'inconnue réelle. 


Le résultat du sous-paragraphe précédent nous donne une premiére méthode de résolu- 
tion de l'équation E. 


On vient de voir qu'on peut mettre S = a cos x + b sin x sous la forme, par exemple, 
V8 X B cos (x — a) donc pour tout x réel (a? + b? 0): 
(E) <> Va + b cos (x — a) = — 


(E) <> cos (x — a) = — 


c 
-—AE5 
Ve+ 


< 1 c'est-à-dire encore si a* + b? > c*. Dans ce cas, il existe au moins 


On sait (cf. $ 15. 6 a) que cette équation n'a de solutions que si — 1 < 


c'est-à-dire — Eur: z ñ< 


un nombre f tel que cos B = — et, k étant un entier relatif arbitraire, pour tout 


c 
Mai 
x réel on a : 

(E) «— (cos(x—a)—cosf) «— (x—a=ß+k2roux—a=—ß+k2r) 
(E) «— [(x =a + P+ k 27) ou (x = a — B + k 27). 


On obtient (cf. 1 15. 6 a) deux classes distinctes, modulo 2 x, de solutions de (E) si 


-1«- F5 < 1 c'est-à-dire si a? + b? > c? et une seule classe, modulo 2 m, 
de solutions si a? + b? = ct. 
EXEMPLES 
1. Résoudre dans R l'équation 
(E) cos x + V/3sin x = 4/2. 


Transformons d'abord S = cos x + 4/3 sin x dans laquelle a=1, b= 4/3, 


VAT D = 2; on à donc 
S = 2 (} cos x + VE sin x) = 2 (cos Ẹ cos x + sin Fin x) 
s = 2 cos (x — 3) 


par suite pour tout x réel, k étant un entier relatif arbitraire, on a : 


— e-i- 


Conclusion : les solutions de (E) sont les nombres ? D T de k2net Z Evi + k2m, 
k étant un entier relatif arbitraire. 
2. Résoudre et discuter, dans R, l'équation 
E) cos x + V/3 sin x = m, 
où m est un paramètre réel. 
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Le premier membre de (E') n'est autre que le premier membre de (E) qu'on a mis 


sous la forme 2 cos (x — 3) donc pour tout x réel 


e pepi — ERE 


Cette dernière équation n'a de solutions que si — 1« 7 < 1 c'est-à-dire 
-2€m«2 

Dans ce cas, il existe au moins un nombre « tel que cos a = Fet pour tout x réel, 

k étant un entier relatif arbitraire, on a : 

€) — [eo (x-5) = cosa] — 


(rem ou x-}J=-a+k2n) 


(E) <—> (i-em où x=} -a+ kzn). 

On obtient deux classes distinctes, modulo 2 x, de solutions de (E') si — 2 < m < 2. 

Sim-2, Œ) <> [sos (x 5) 71] — (r- 5-6) 
(B) —- (i Een) 


les solutions forment une seule classe modulo 2 x. 
Sim= —2, 


(E) <—> {es(s-5)--1] DLL (73-2) 
E) <—> (= -4 eem] 


les solutions forment une seule classe modulo 2 x. 


c) Deuxième méthode de résolution de a cos x + b sin x + c = 0. Emploi d'une inconnue 


auxiliaire, 


On sait (cf. $ 15. 7 b) que pour tout x = + k 2 = (k € Z), on peut poser tg 3 = t 


etona: 

1-8 

Ira 

Or x = s + k 2 s n'est solution de : (E) a cos x + b sin x + c = 0 que si 
a cos (x + k2) -- bsin(r+k2r)+c=0 


cos x = sin x = 


2t 
140 


C'est-à-dire si 


—a+e=0 
Donc : 
1-0 2t 2x 
LE per nar ur. PL a e 
Sia c: (E <> 
= 


Or quel que soit le nombre réel t on a : 
M <= [e—a *-2bt- c+ a= 0l; 


cette dernière équation du second degré en 1 n'a de racines que si 
A'=B—(c—a(Cc+a2>0 
c'est-à-dire si 
B—(2—4)2>0, 


ce qui est équivalent à 
+b >e. 


Cette condition étant réalisée, soient t' et i" les deux racines (distinctes ou non) de (D, 
x TUA 
CE sr"). 
e — ( gr où wi-' ) 


Si a’ est un nombre tel que tg a' = /' on a pour tout x réel, k étant un entier relatif arbi- 
traire 


er) — Etge) — (i-e 
(si- 7) («3 LU G a + kn) 
<> (x —2a' + k27); 

si a” est un nombre tel que tg a" = /" on a de même 


(si E r) —- (x = 20" + k2n). 


En résumé, si a c et a? + b? > c? les solutions de (E) forment deux classes, modulo 2 m, 
distinctes ou confondues. Elles sont distinctes si A’ > O c'est-à-dire si aè + b? > c?, 
confondues si A' = 0 c'est-à-dire si a? + b = c? 

Si a = c nous savons que x + k 2 x (k € Z) est solution de (E), mais il s'agit de trouver 
toutes les solutions de (E). L'équation (E) s'écrit : 


a (1 + cos x) + b sin x —0 
on sait (cf. $ 15. 7 b) que : 


= 2008 à in x = 2 sin À cos à 
1 + cos x 2cot7 et sinx 2sin 5 cos 5 


donc pour tout x réel on a : 


(E) <—> (2a cos à + 24 sin desi = 0) 


x x x 
© <— (cos 3 (acos 3 + b sin 3) = 0) 

cos = 0 Q 
(e — ou 

a cos à + b sin 5 = 0. G) 


Nous avons, d’une part, quel que soit x : 


@ <> (i-is) -e («= 7+ #27) ce sont des solutions déjà 
2 


2 
trouvées. 
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Si b 0, on a, d'autre part, quel que soit x : 
- On sait (cf. $ 15.6c) qu'il existe un nombre 


&35j-bkm (keZ) 


tel que tg « = — 5; on a donc (ke Z) 


EE (si 3) > (i-e) -—- (x = 2e + 425). 


Les solutions de (E) sont les nombres x + k 2 x et 2a + k 2 x qui forment deux classes, 
modulo 2 z, distinctes puisque 257 + k x. 

Si b = 0 et a = c£ 0, on a alors quel que soit x : 

O — (cos i- 0) qui n'est autre que (2) et les solutions de (E) sont les seuls 
nombres z+ k2 r. 


EXEMPLES 
3. Résoudre et discuter, dans IR, l'équation 
(E) (2 — m)cos x + msin x = 1, 


m étant un paramètre réel. 


On peut poser tg À = t pour tout x # x + k2m (k € Z). Les nombres = + k2% 


ne sont des solutions de (E) que si 
Q2 — m)cos (s + k2)-- msin(x + k2x) — 1 
c'est-à-dire — (2 — m) = 1 ce qui est équivalent à m = 3. Donc : 


" x 1-n" * 2t 
Sim 3, on peut poser tg 3 = retona cosx = Le six Da 
1-1" 2t 
WO NDUSTÉPOA*I 
fom E a 
ui-t 


() <> (n—3*2m1-m-90; 
cette équation du second degré en £ n'a de racines que si 
A' = mè — (m — 3) (1 — m) > 0, 


c'est-à-dire si 

2m —4mt 320; 
le trinôme 2 m? — 4 m + 3 a pour discriminant simplifié à' = 4 — 6 = — 2—0 
donc le trinôme 2 m? — 4m + 3 a toujours le signe du coefficient de m? qui est 
2. Donc pour tout m # 3, A'>0 et (1) a deux racines distinctes t' et t". Pour 
tout x réel on a : 


Œ) 


soit à un nombre tel que tga' = 


dr] m (ire) — 


G=2a -k25 (keZ); 
soit o" un nombre tel que tg a" = /" on a de même 


c- 


) + te hS Ge) 


Les solutions de (E) sont les nombres 2a! + k2x et 2a°+ k2x (ke Z) qui 
forment deux classes distinctes, modulo 2 7. 

si m = 3 nous savons déjà que les nombres z + k 2x (k € Z) sont des solutions 
de (E). Cherchons routes les solutions de (E). L'équation (E) s'écrit pour m = 3 : 
— cos x + 3 sin x — 1; on a donc dans ce cas pour tout x réel 


(E) «— 1+ cos x — 3sinx=0 


"eum 
E — 2 cost 3 — 6sin5 cos 3 = 0 
Œ) 
Q) 
(E < 
cosž — 3sn2 = 0 Q 
Qo —- (5-3 +4) -— (x=nr+ k2x) (keZ) ce sont des 


solutions déjà trouvées ; 
x 1 
o <> (si-j 
la table trigonométrique donne tg (20,484) ~ 3 donc, l'unité d'angle étant le grade 


les solutions de (3) sont les nombres x tels que i œ 20,48 + k200 (keZ) 


c'est-à-dire x œ 40,96 + k 400. 

Les solutions de (E) sont les nombres 200 + k 400 et 40,96 + k 400, k étant un 
entier relatif arbitraire, l'unité d'angle étant le grade. L'ensemble de ces solutions 
est donc formé de deux classes de nombres réels, modulo 400, l'unité d'angle étant 
le grade. 


d) Interprétation géométrique de l'équation a cos x + b sin x + c = 0. 
Soit, dans le plan euclidien Ej, le cercle trigonométrique AL (fig. 21). L'expression 
S —acos x + bsin x apparait comme le produit scalaire des vecteurs OP (a, b) et 


OM (cos x, sin x). Donc l'ensemble des points M images des solutions de (E) est l'en- 
semble des points de UW tels que l'on ait : 


e O0P.0M = — c. 


Si aet b non tous deux nuls, on a PO et les points P et O déterminent une droite; soit H 
la projection orthogonale d'un point M sur la droite (OP). 
On sait (voir cours de Seconde) que 


OP.0M — OP.OH; 
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donc pour tout point M du plan E; on a : 
@ <—> (0P.0H — — 9, 

o —- (o8 - - gs) 

Soit z'z l'axe de Ep, passant par O et P, de vecteur unitaire 4 de méme sens que OP 
Ia = lo] = 1 


On a alors OP = ||oP || = 4/4? F & et pour tout point M du plan E, : 


O —- (ou =- vs?) © 


L'ensemble des points M de E, tels que l'on ait (4) est l'ensemble des points se projetant 
orthogonalement sur (OP) au point H défini par (5) c'est-à-dire la droite A perpendicu- 
laire à la droite (OP) au point H défini par (5). 

Les points M images des solutions de (E) sont les points d'intersection, quand ils existent. 
de A et de W. 


d(O, H) = =. et le rayon de W est 1 donc : 


re 1 c'est-à-dire a? + b? < è, A N W= e 


et (E) n’a pas de solutions. t 


8) Si d (O, H) = 1 c'est-à-dire a? + b? = ct, A est tangente à UW et il existe une classe de 
nombres, modulo 2 x, solutions de (E), ces nombres ayant pour image le point commun 
de A et W. 


3) Si d(O, H) < 1 c'est-à-dire a? + b? > c*, A et W ont deux points d'intersection dis- 
tincts, images des solutions de (E). Ces solutions forment deux classes distinctes, modulo 
27. 


On retrouve donc les résultats des deux méthodes précédentes. 


EXEROIOES 
Résoudre dans R et discuter, s'il y a lieu, suivant les valeurs du paramètre réel m : 


3 cos x + sin x = 1. 

4. 3 cos x + 4 sin x = 

5 V3 cos 3 x — sin 3 x = m. 
6. (m — 1) cos x — m sin x — 1 = 0. 


III. Continuité, dérivation, 
variation des fonctions circulaires 


15.9 CONTINUITÉ ET DÉRIVATION DES FONCTIONS CIROULAIRES 


sin + 


a) Limite de —— quand x tend vers 0. 


On a admis (axiome 3 du § 15. 1 b) que la fonction sinus : x — sin x a une dérivée 


PU ecce e C Y esee 
ee x*—0 
Comme sin 0 — 0, on a donc 
FAN P 
æ+0 X 


rappelons que sin x = Sin [0 (x)], © étant l'application surjective de IR (cf. 8 15. 1 b) 
sur #. 


Montrons que, a étant un nombre réel donné non nul, on a aussi lim we = 1. «étant 
en 


un nombre donné positif arbitraire, cherchons à avoir 


in ax i 
mM -i | < a, Si l'on pose 
ax 
à „n Sinu " : E F 
ax = u, on sait que lim — dd 1, c'est-à-dire que l'on sait trouver B > 0 tel que pour 
D 
tout u réel on ait : 


[o5 — | 


Lis il<el 
D 
c'est-à-dire 
ax 
[o te <6] — [R8 -:|« 4]. 


c'est-à-dire 


[p< < &l — [Rs - il <a}; 


on a donc bien, si a est un nombre réel donné non nul, 


REMARQUES 
sin ax — sin (a x 0) _ 


1. Comme sin (a x 0) = sin 0 = 0, on peut écrire lim — 7 555 


1 


Sin ax — sin (4 X 0) L à. Donc la dérivés de la fonction : 


x —— sin ax, pour x = 0 est a. 


et lim 
#0 
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2. Rappelons que sin (x) = sin -= x (cf. § 15.3 b) donc : 


180 
sin mx 
lim S2 G9 gi, I8 
i rr icc: 


Exercices 
Étudier les limites suivantes : 


(on transformera le numérateur de manière à n'avoir qu'un seul sinus). 


b) Continuité des fonctions circulaires. 


1. Puisque les fonctions : x »—— sin x et x: 1— sin ax sont dérivables pour x —0, 
elles sont donc continues pour x = 0 (cf. $ 5. 1 c). 
2. Pour tout x réel on a : 


cos x = 1 — 2 sin? 7 


la fonction : x »—— sin est continue pour x = 0 (puisque sin 5 est de la forme sin ax) 
donc lim sin Š = 0 et il résulte des théorèmes concernant les opérations sur les limites 
que 
lim cosx—1 
220 
comme cos 0 = 1 on a donc lim cos x = cos O et la fonction cosinus est continue pour 
p 
x=0. 
3. Étudions la continuité de la fonction sinus pour x, quelconque, on a : 
sin (x, + h) = sin x, cos h + cos x, sin h 
lim cos4=1 (continuité de la fonction cosinus pour 4 = 0) 
lim sinA—0 (continuité de la fonction sinus pour À = 0) 
donc (théorémes sur la continuité d'une somme et d'un produit, $4.9) ona : 
lim sin h) = sin 
EE pus) Xo 
ce qui montre que la fonction sinus est continue pour tout x, réel. 
De même pour la fonction cosinus on a : 


cos (xy + A) = cos x, cos h — sin x, sin A 
et lim cos (x + A) = cos x, 
ao 


ce qui montre que la fonction cosinus est continue pour tout x, réel. 


4. Pour tout x3 + kz (kc Z) la fonction tangente : x — uxo meet 


définie et elle est le quotient de deux fonctions continues, elle est donc une fonction 
continue (cf. § 4. 10). 


Pour tout xÆ k  (k € Z) la fonction cotangente : x — cotg x = 


et elle est le quotient de deux fonctions continues, elle est donc une fonction continue. 
Concluons : 


Théorème. 
Les fonctions cosinus, sinus, tangente et cotangente sont continues en tout point 
où elles sont définies. 


€) Autres limites remarquables. 
sx ] -£o[v] e 3 [ ce 


x nol 
Ex oe clc 
x Ds cos x 
Nr Y 

lim = =], 

=o 


(continuité de la fonction cosinus pour x = 0), 
donc, en appliquant les théorèmes relatifs aux opérations sur les limites (cf. § 4. 9), on a : 


On peut aussi écrire pour tout x + 0 : 


ini [sni 

Tous ET AY 
COR EE YA ES 
T 7 2 


d'où le résultat que nous utiliserons par la suite : + Théorème. 


lim L= SX L 0. La fonction sinus est dérivable pour toute valeur de x. Sa dérivée est 
s x 


(sin x)' = cos x 


4. Nous avons démontré que lim ==% — 1 lorsque a + 0. 
am ax 


On en déduira que : 


mE pml ear y a m SEL o, 3. Pour tout x £5 + kr (keZ) Ja fonction tangente : x ———— tg x = S 
ES asa EE e o8 est définie et elle est le quotient de deux fonctions dérivables, elle est donc dérivable 
| (f. § 5.50) et on a : 
| exercices (sin x)! cos x — sin x (cos x)' _ cos x cos x — sin x (— sin x) 
Étudier les limites suivantes : Lie cos x E cos x 
Sim a ugs EC. NIME n 
= OX X cos? x cos? x 


1 
Rappelons que pour tout x 5--km (keZ) ona = 1 thx 


Théorème. 


Pour tout x # B + km (keZ), la fonction tangente est dérivable et sa dérivée est 


E 
d) Dérivation des fonctions circulaires. (ox =T H to 


1. Cherchons la dérivée de la fonction cosinus. Pour cela formons le taux d'accroissement 


de cette fonction enti h (cf. " H $ 
iiia ARNO S EE 4. Pour tout xz kr (k € Z), la fonction cotangente : x + cotg x = SR est 
r T 609: TE TEET aal 
ñ = F définie et elle est le quotient de deux fonctions dérivables, elle est donc dérivable et on a : 
coh —1  , sinh , (cos x)' sin x — cos x (sin x) _ (— sin x) sin x — cos x cos x 
= 008 x —,— — sin x ^4— (cotg x) = sin? x e sin? x 

im SA — 1 sin h sin? x + cost x 1 
tia AI m0 (of. - [ER EE cauto A E 
lim PT (cf. remarque 3 du sous-paragraphe précédent) et. lim = = 1 dini Six 
donc 1 E 

je cos (x + h) — cos x A Rappelons que pour tout x kr (keZ), ona agza! + cotg? x. 

lim rs Ce sin x. 

amo 

Théorème. 
Pour toutx kz (ke Z), la fonction cotangente est dérivable et sa dérivée est 
La fonction cosinus est dérivable pour toute valeur de x. Sa dérivée est 1 
Vs EN 2 
(cos x = = an x] Eu (cotg x) (1 + cotg? x) 
iron auri Us k a dem quis d d AAT 5. Supposons a0 et cherchons la dérivée de la fonction : x —— cos (ax + b). 
i : i : k Posons, pour simplifier, ax + b=u donc a(x +A) -- b —u-- ah et 
sin (x + À) — sin x _ sin x cos A + cos x sin A — sin x nm 
ñ = F cos (u + ah) — cosu _ cos u cos ah — sin u sin ah — cos u 
sinh E h 
ex w cosadh — l sinah 
= cos u 230 — — sinu 
et ñ D 
sin (x + A) — sin x EN TES , sinah 
ME E ARS = x. = ooi mm — asinu an 


"em à 
lim 95.95 — 1. (ct. remarque 4 du sous-paragraphe précédent) et lim 39.2 — 1 
Mero h ae ah 
(ct. § 15.9 a) donc 
MEET ELI 
o 


on peut écrire : 
(x€R) [cos (ax + b)] = — a sin (ax + b) 


Pour la recherche de la dérivée de la fonction : x »——— sin (ax + b), on peut procéder 
‘comme précédemment mais on peut remarquer que : 


= — asin u = — a sin (ax + b) 


sin (ax + 6) = cos (5 — ax — b) cos (ax + b — 3). 


d'où : 
[eos (ax + 6 - 3| = — asin (ax + 6 — 5) 
= asin (5 ax — b) 
= a cos (ax + b). 
Donc 
(xeR) [sin (ax + B] = a cos (ax + b) |. 
EXEROIOES 


9. Calculer les dérivées, quand elles existent, des fonctions f définies par 


SG) = tg(ax + b) 
f(x) = cotg (ax + b) 


10. Démontrer que, pour tout x réel, la dérivée n^e» de la fonction cosinus est : 
cos (+ ^j 
et la dérivée nie de la fonction sinus est : sin (x+ ^j 


11. Calculer les dérivées, lorsqu'elles existent des fonctions. 


x + cos (x°), x + sin (x9), x » tg(9), x cotg (x9), 
x + cos (x8), x ++ sin (x81), x + tg (x61), x + cotg (xt). 


15. 10 VARIATIONS DES FONCTIONS CIROULAIRES. REPRÉSENTA- 
TIONS GRAPHIQUES —— —Á——  O ÓX —————— 


2) Étude de la fonction cosinus. 
Au paragraphe 15. 3 nous avons défini la fonction cosinus : c'est une application de IR. 
dans R. 
Ensuite (cf. § 15. 6 a remarque 1) nous avons vu que l'application 
R — [-L- 1 


X — cos x 
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était surjective et que l'application 

10, z] — [—1,+1] 

x ——— cos x 
était une bijection (cf. § 15. 6 a remarque 2). 
On a vu aussi (cf $ 15. 9 b) que la fonction cosinus, est continue sur R. 
Période. Cherchons le plus petit nombre strictement positif P fixe, s'il existe, tel que 
AxER) cos(x + P) = cos x. 
On sait (cf. § 15. 6 a remarque 3) que quels que soient x et P réels, k étant un entier 
relatif arbitraire, on a : 
(cos(x + P)=cosx) «—— (x+P=x+k2r ou x-P——x-4k2n). 

Premier cas : (x -- P=x+k2x) <=> (P-—k27) et le plus petit nombre 
strictement positif répondant à la question est P — 2 x. 


Deuxième cas : (x+P=—x+k27) <=> (P=—2x+ 42 n), P dépend de x 
et n'est pas fixe. 


Conclusion : 
La fonction cosinus est périodique et a pour période 2 7. 
Le plan étant rapporté à un repère (Ox, Oy), soient 
M (x,cosx) et M'(x-- 2, cos (x ++ 2 x) = cos x). 
Le vecteur MM” a pour coordonnées 2 s: et 0 donc M a pour image M' par la translation 
de vecteur V, (2 x, 0) (fig. 22). 


fig.22 


Nous avons aussi cos (x + k 2 x) = cos x, k étant un entier relatif arbitraire 
(cf. § 15. 4 a), et M (x, cos x) a pour image M' (x + k 2 s, cos (x + k 2 n) = cos x) 
par la translation de vecteur V (k 2 x, 0). 
Il en résulte que pour construire la représentation graphique de la fonction cosinus, au 
lieu de faire varier x de — co à + co, il suffit de faire varier x dans un intervalle d'ampli- 
tude 2 » (par exemple, [— x, =] ou [0,2 x]. On construira la représentation graphi- 
que correspondant à cet intervalle et on aura les autres parties de la représentation gra- 
phique par les translations de vecteur V (k 27,0). 
Parité. On sait que (cf. § 15. 4 b) nous avons : 

((xelR)  cos(— x) = cos x, 


donc la fonction cosinus est paire. Les points M (x, cos x) et M' (— x, cos (— x) = cos x) 
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sont symétriques par rapport à (Oy) (les axes étant rectangulaires). Il suffit alors de faire 
varier x dans l'intervalle [0, z}, de construire la représentation graphique correspondant à 
cet intervalle. Par symétrie par rapport à (Oy) on aura la représentation graphique corres- 
pondant à [— x, 0], donc finalement on aura la représentation graphique correspondant 
à [— 7, rl. On aura ensuite les autres parties de la représentation graphique par les 
translations précédentes. 

Centre de symétrie de l'arc correspondant à x c [0, x]. On sait que (cf. $ 15. 4 c) 


(xe) cos (x — x) = — cos x. 
Si x € (0, =] il en est de même de x — x. 


Soient M (x, cos x) et M' (x —x, cos (x — x) = 
[M, M'] a pour coordonnées : 


cos x). Le milieu I du segment 


atrox mz a SX 05x 
2 vae 2 x 


0 


donc I est fixe (fig. 23) et I est un centre de symétrie pour l'arc correspondant à x € 10, =] 


de la représentation graphique. Il suffit alors de faire varier x dans l'intervalle [e ap 


de construire la représentation graphique correspondant à cet intervalle. Par symétrie 
par rapport à I on aura la représentation graphique correspondant à E =} done 


finalement on aura la représentation graphique correspondant à [0, 7]. On aura ensuite 
les autres parties de la représentation graphique par les transformations précédentes 
(symétrie par rapport à (Oy), translations). 


m 


Les calculs précédents montrent que I G 0) est un centre de symétrie de la courbe 


représentative tout entière; on montrera facilement qu'il en est de même des points 
A (imo) où keZ. 


Étude des variations de la fonction cosinus. 
Nous avons : 


(xe) (cosx = — sin x. 


Nous construisons le tableau de variation uniquement pour x € [o ; : 


Représentation graphique (fig. 24). 


fig. 24 DE 


Nous avons supposé, pour simplifier, que les axes de coordonnées étaient rectangulaires. 
Nous avons construit la représentation graphique correspondant à [e z] avec les tan- 


gentes remarquables. Les autres parties de la représentation graphique s'obtiennent par 
les transformations indiquées précédemment. En raison de la symétrie par rapport à I, 
la courbe obtenue traverse la tangente en I ; le point I et tous les points de x'x d'abscisse 


5+ kx (ke Z) sont des points d'inflexion. 


b) Étude de la fonction sinus. 


Au paragraphe 15. 3 nous avons défini la fonction sinus : c'est une application de IR 
dans R. 


Ensuite (cf. § 15. 6 b remarque 4) nous avons vu que l'application 
R —[-L-41 
X (——— sin x 
était surjective et que l'application 
Hij — estn 
TEN 


était une bijection (cf. § 15. 6 b remarque 5). 
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On a vu aussi (cf. § 15.9 b) que la fonction sinus était continue sur IR. 
Période. Cherchons le plus petit nombrepositif P fixe, s'il existe, tel que 


WxEeR) sin(x + P)= sin x. 
On sait que (cf. § 15. 6 b, remarque 6), quels que soient x et P réels, k étant un entier 
relatif arbitraire, on a : 
(sin(x-- P) —sinx) <—> (x+P=x4+k2r ou x+P=r—x+4k2r) 


Premier cas : (x+P=x+k27) <=> (P—k2) et le plus petit nombre 
strictement positif répondant à la question est P = 2 x. 


Deuxième cas : (x+ P — x —x--k2n) <=> (P—x—2x-Fk2n),P dépend 
de x et n'est pas fixe. 


Conclusion : 


La fonction sinus est périodique et a pour période 2 7t. 
Nous avons aussi pour tout x réel : sin (x-- k25) —sinx et M (x, sin x) a pour 
image M' (x + k 2 x, sin (x + k 2 x) = sin x) par la translation de vecteur V (k 2 x, 0) 
Il en résulte que pour construire la représentation graphique de la fonction sinus, au lieu. 
de faire varier x de — oo à + co, il suffit de faire varier x dans un intervalle d'amplitude 2 7 
(par exemple [— x, + x] ou [0, 2 x]. 
On construira la représentation graphique correspondant à cet intervalle et on aura les 
autres parties de la représentation graphique par les translations de vecteur V (2 k», 0). 
Parité. On sait que (cf. § 15. 4 b) nous avons : 

(x€R) sin(—~x)=— sinx 
donc la fonction sinus est impaire. Les points M (x, sin x) et M' (— x, sin (— x) = — sin x) 
sont symétriques par rapport à O. 


Pour construire l'arc de la représentation graphique correspondant à [— s, + =] il 
suffira de construire l'arc correspondant à [0, r] et de prendre son symétrique par rap- 
port à O. 


Axe de symétrie de l'arc correspondant à x € [0, 7}. 
On sait que (cf. § 15. 4 c) nous avons : 
(xe€R)  sin(x—x-—sinx 


Si x € [0, 7], il en est de méme de x — x. 
Soient M (x, sin x) et M' (x — x, sin (x — x) = sin x). Le milieu I de [M, M] a pour 
coordonnées : 


xr- 


sinx+sinx i 
i - 


7 sin x, 


donc I appartient à la droite A d'équation x = ze M et M' sont symétriques par rapport 
à A, les axes étant rectangulaires (fig. 25). En raisonnant comme pour la fonction cosinus, 
il suffira de construire la représentation graphique correspondant à [e i On construira 


en ‘US 


fig. 25 


les autres parties de la représentation graphique par les transformations précédentes 
(symétrie par rapport à A, symétrie par rapport à O, translations). 


Étude des variations de la fonction sinus. 
Nous avons 
(xeR) (sinx) = cos x. 


Nous construirons le tableau de variation uniquement pour x € Le 


Représentation graphique (fig. 26). 
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Posons pour tout point (x, y) de la courbe représentative y = sin x 
x=x+i 
Ya 

ce qui revient à prendre pour nouveaux axes X'X et Y'Y (fig. 26); nous avons 


(y — sina) <> (v = so (x3) -— (Y= cs X), 


ce qui montre que la représentation graphique de la fonction sinus dans le repère 
(x'x, y')) n'est autre que la représentation graphique de la fonction cosinus dans le 
nouveau repère (XX, Y'Y). Une telle courbe s'appelle une sinusoide. D'une manière 
générale quels que soient les nombres réels, a, b et c avec a > 0, b. 0 les courbes repré- 


sentatives des applications de IR. dans IR définies par 
x m acos(bx + c) x ~ asin (bx + c) 


sont des sinusoïdes. 


€) Étude de la fonction tangente. 
Rappelons (cf. § 15. 3 c) que la fonction tangente est définie pour tout x réel distinct de 
3 tkn (ke Z) c'est-à-dire que, si on désigne par E l'ensemble de tous les nombres réels. 


distincts de i + k n, c'est une application de E dans IR ; ensuite nous avons vu au $ 15. 6c 
(remarque 8) que l'application 
z n 
] -5 3 [ TR 
x ——. igx 
était une bijection. 
On a vu aussi (cf $ 15. 9 b) que la fonction tangente est continue pour tout 


xÆ5 tk (ke Z). 


Période. Pour tout xxt kx (keZ), P étant un nombre réel quelconque et 4 
un entier relatif quelconque on a : 

(g(x--P)—tgx) <> GHP=xt hr) <> (P—hz) 
et le plus petit nombre strictement positif P est x. Donc : 


La fonction tangente est périodique et a pour période m. 
Nous avons aussi tg (x + 4 x) = tg x donc M (x, tg x) a pour image 


M'(x--hm, tg(x-- hz) —tgx) 


par la translation de vecteur V (4 s, 0). 


Pour construire la représentation graphique, il suffira donc de faire varier x dans un 


intervalle d'amplitude x, par exemple ]- $ i On construira la représentation gra- 
phique correspondant à cet intervalle et on aura les autres parties de la représentation 


graphique par les translations de vecteur V. (hr, 0). 
Parité. On sait que (cf. $ 15. 4 b) pour tout x£5-- kr (keZ), ona: 
tg(— x)= — tgx. 
donc la fonction tangente est impaire. Les points M (x, tg x) et M' (— x, tg(—3) = — tg x) 
z| 
sont symétriques par rapport à O. T suffit alors de faire varier x dans l'intervalle | ` 5 
de construire la représentation graphique correspondant à cet intervalle. Par symétrie 


z 
par rapport à O on aura la représentation graphique correspondant i]- > ol donc 


nm 
finalement on aura la représentation graphique correspondant à ]- Pi [oi est un 


intervalle d'amplitude z. On aura ensuite les autres parties de la représentation graphique 
par les translations de vecteur V (4 x, 0). 


Étude des variations de la fonction tangente. 


Pour tout x E 5 + kx (eZ) ona: 


O 


(tgx) = 


Quand x tend vers 7 à gauche, la fonction cosinus a pour limite © en restant positive, la 


la fonction sinus a pour limite 1 donc 


„n Sin x 
lim tgx— lim s= +0 
PET i-o 
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fig. 27 
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Représentation graphique (fig. 27). 
Nous avons supposé, pour simplifier, que les axes de coordonnées étaient rectangulaires. 


Nous avons construit la représentation graphique correspondant à b al avec la tan- 


gente à l'origine de coefficient directeur 1 et l'asymptote d'équation x = 5 Les autres 
parties de la représentation graphique s'obtiennent par les transformations indiquées 
précédemment, En raison de la symétrie par rapport à O, la courbe obtenue traverse 
la tangente en O : le point O (et tous les points de x'x d'abscisse k x (k € Z)) sont des 
points d'inflexion. 


d) Étude de la fonction cotangente. 
Rappelons que la fonction cotangente est définie et continue pour tout xz k z (ke Z) 
(cf. § 15. 9 b). 
On montrera qu'elle est périodique et a pour période 7, qu'elle est impaire et que, pour 
avoir la représentation graphique, il suffit de l'étudier sr Jo. 3] + Enfin pour tout xz k x 


(keZ) ona: 


1 
sin? x 


(otg x)! = — 


— ( + cote? x) 


Li 


d’où le tableau de variation sur ] 0, 


Quand x tend vers 0 à droite, la fonction cosinus a pour limite 1 et la fonction sinus a 
pour limite 0 en restant positive donc 
cos x 
lim cotg x = lim = = +o: 
d ey toD 


Représentation graphique (fig. 28). 


t 
i 
1 
\ 
\ 
\ 
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X 
Ne " 
x Ld + 4 am x 
\ 
\ A 
à 
\ 
\ | 
1 [l 
1 i 
E 
On sait que pour tout xXjkn (keZ), cotg — tgx. Soient 


M(x, tg x) et M' G — x, cotg G =“ 3 - tg 3 le milieu I du segment [M, M'] a 
pour coordonnées : 


tg x+ tgx 
2 


=: t = tg x, 
g—-3 € =t8x 


donc I appartient à la droite A d'équation x — ie M et M' sont symétriques par rapport 
à A (fig. 29). Les représentations graphiques des fonctions tangente et cotangente, dans 


1 
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un méme repère cartésien orthogonal, sont donc symétriques par rapport à la droite M . 
= ce qui montre que, si 0 < x — on a sin x — x < 0 donc sin x < x. 
d'équation x — 7- On verra, de même, qu'elles sont symétriques par rapport aux droites 
d 
La dérivée de la fonction : x — z—tgx —x (o supposant toujours 0 < x < 3 


mo, z 
d'équation x = + k= (k e Z). On verra que les points de x'x d'abscisse k 7. (k€ Z) EE 
ue RS 2 est z = 1 + tg? x — 1 = tg?x; d’où le tableau de variation : 


sont centres de symétrie et points d'inflexion de la représentation graphique de la fonction 
cotangente. 
EXERCIOES 
Étudier les fonctions numériques f de la variable réelle x et construire les représen- 
tations graphiques dans les cas suivants : 


1. f(x) = cos | + j 


2. f(x) = sin (2x - 


AN) mea ce qui montre que, si Qc x «ona tgx—x>0 don tgx >x. 
4. f(x) = cos x + V/3sin x (transformer f(x) de manière à n'avoir qu'un seul 
cosinus ou un seul sinus). On peut donc écrire : 


z : 
15. 11 VALEURS APPROCHÉES DE SIN x, COS x, TG x POUR |x| « PETIT » (i € ] 95 D sinx «x < tgx 


On a vu que 
: Ne , » m 
lim Ai = 1, lim “EX 1 lim RE Notons que si — 7 < x < 0, on peut appliquer (1) à — x et écrire : 
2-9 20 ao 5 sin (— x) < — x < tg (— x), 
— sinx < — x < —tgx, 
On conçoit donc que pour | x | « petit » : tgx < x < sin x. 
sin x ex 
rex b) Encadrement de sin +. 
1x À ou encore cos x 1 — À. ! Supposons d'abord 0 < x < 5- On a vu que sin x < x. Par ailleurs : | 


Nous allons préciser en donnant des encadrements de sin x, cos x, tg x pour des valeurs 


FPE | 
sin x — 2 sin Se À = 218 à cost à = 2 18 à (1 — sin à): 
« petites» de | x |. 


^ Xo À et sin Ž Par suite sint DT ce qe 
a) Inégalités fondamentales. D'après (1), tg5 > 5 et sinz < 3° ar suite sin? 3 < g el 5 4 
E 
Supposons 0 < x < 5 et comparons les nombres x, sin x et tg x. La dérivée de la fonc- Donc : sin x 2341-3) + 
tion : x m y=sinx— x est y —cosx—1 P 
d'où le tableau de variation : On peut donc écrire | 
z E 
s me : 2 g 
| (is ]os[) x É <sinx<x Q | 


ce qui montre que, si 0 < x < E x est une valeur approchée de sin x par excès, l'incer- 


titude étant zs Par exemple si x — 0,1 une valeur approchée de sin (0, 1) par excès est 


n 10-3 
0,1, l'incertitude étant m3 2,510 
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Notons que si — Z < x < 0, on peut appliquer (2) à — x et écrire : 


x GE <sin (9 < x, 


—x+T<—snx< x 
" E) 
x«unxecx—4 


©) Encadrement de cos x. 


Supposons d'abord 0 < x < F- On a cos x = 1 — 2sin* 7 donc pour avoir un enca- 
drement de cos x, il suffit de chercher un encadrement de sin? 7- D'après (2), en rempla- 
x 
gantxpar on a : 
x Ax / 
1 Supe 9 
On a 2 3,416 et 0 < x « 5 < 2 donc 
x x(Q Spur 4 
i-&-i(-3)2 10-59 


et les trois membres de la double inégalité (2)' sont strictement positifs. En élevant au 
carré on a: 


z-a) «imi cL 
par suite 
E 
1—28 «ic 28e i <1 -2 (F-a) 
1- f cwci Er 


Si— i « x « 0, l'encadrement précédent s'applique à — x et on a : 


1 O E CRC 


16 


Qo 


E 
ce qui montre que, si 0 < | x | <> 1 — 5 est une valeur approchée de cos x par défaut, 
l'incertitude étant x Par exemple si x — 0,1, une valeur approchée de cos (0,1) par 


104 
défaut est 1 - Ë = 0,095, l'incertitude étant = < 10%. 

d) Encadrement de tg x. 
Supposons d'abord 0 < x < 5: On a vu que tg x > x. Par ailleurs : 


tg x — sin x = EE (1 — cos x) 


cos x 
ns 

d'aprés (3), 1 — cos x < 7 

d’après (1), sinx «x; 


et si l'on suppose 0 < x < Frona: 
1 
cosx >53 


Donc finalement si 0 < x < $^ on a : 


x- inx <= 
2 
d'où 
tgx < sin x + x 
tgx <x + 
et on peut écrire : 
(e ]o5[) x<tgx<r+te @ 


ce qui montre que, si 0 < x < $ x est une valeur approchée de tg x par défaut, l'incerti- 


tude étant 3. Par exemple si x = 0,1 une valeur approchée de tg (0,1) par défaut est 
0, 1, l'incertitude étant 10-9. 


Notons que si — 5 « x « 0, on peut appliquer (4) à — x et écrire : 


—x«tg(-3«—xto-2 
—x<—tgx<—x—x 
x+#<tgx<x 
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Conclusion : 
Pour | x| petit on a : 
sin x œ x 
1— cos x x À 
L z5 
tgxeex 


le sens de l'approximation et l'incertitude étant précisées, dans chaque cas, par les enca- 
drements donnés ci-dessus. 


REMARQUE 
Si le nombre réel x est la détermination d'un angle o, les calculs précédents suppo- 
sent que l'unité d'angle est le radian; si l'unité d'angle est le degré ou le grade on 
se rappellera que 


Li 


) sin (x9) = sin (is 4 etc 


cos (x9) = cos (ris x 
par exemple 
sin (19) — sin 
1 — cos (18) = 1 — 
EXEROICES 
Trouver des encadrements de 
1. sin (59) 
2. cos (50) 
3. tg (60) 


4. On suppose 0 < x < 7- Étudier le sens de variation de la fonction : 


en déduire que : 


et que : 
(ie 3D x+É<ur<r+e 


15. 12 ÉTUDE D'UN CAS PARTICULIER 


IV. Mouvement rectiligne vibratoire simple 


a) Introduction. 


Étant donnés deux instants 1, et fa (f1 < fa), I = [f tą] est l'ensemble des instants f tels 
que 1, < t < t. Soit M un point d'abscisse x sur un axe x'x d'origine O et de vecteur 


unitaire 7. Étudions le mouvement du point M d'équation horaire sur I : 


a) x-acosot | 


a et w étant des constantes non nulles. 
Si o < 0, posons o' = — o, on a : 
x-acosot-acos(—o)t-acoso'!, avec e «0. 


On peut donc toujours supposer « > 0, ce que nous ferons dans la suite. 
Si a < 0, posons x, = — x (ce qui revient à changer le sens positif de l'axe x'x) on a 
x,— (—d)coset, avec — a» 0. Nous supposerons donc également, dans ce qui suit 
que a > 0. 

Pour simplifier, nous supposerons aussi que I = R; dans chaque cas particulier on 
restreindra l'étude à l'intervalle [4, tj] où a lieu effectivement le mouvement. 

b) Période du mouvement. 

On peut écrire : 


(re R) a cos o (r + ŽE) = a cos (or + 29) = a cos or. 


On dit que le mouvement est périodique et a pour période 2 Il suffit d'étudier le mou- 
2n 


vement pendant une période T = —. Le plus simple est de faire varier 1 dans l'inter- 


valle de temps [0, T]; on pourrait aussi étudier le mouvement dans [- ? BI 


© Description du mouvement. 
Nous allons étudier le mouvement pour : € [0, T]. La vitesse et l'accélération (cf. $ 6. 10) 
du point M sont données par : 
v—x' —-—acosinot 
Y-2x — a w? cos w 1 


les diagrammes des espaces, des vitesses et des accélérations sont des sinusoides 
(cf. 8 15. 10b) 
Nous avons, à tout instant, ce résultat remarquabk 
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et le vecteur-accélération, à l'instant f, est : 
Ë= yi = — 0M 
On peut énoncer : 


A tout instant l'accélération numérique y est proportionnelle à l'abscisse x du point M et 
le vecteur-accélération est toujours dirigé de M vers O. 


3r 


2 


—a x 0 


0 x ao 


a9! 0 x —ao* 


vy 0 + 0 —-0+0— 0 
accéléré | retardé [accéléré] retardé 


le mouvement étant dans un intervalle accéléré ou retardé, selon que, dans cet intervalle 
onavy>0 ou vy<0(ef. $ 6. 10 d). 

Le mouvement comprend quatre phases ayant, chacune, pour durée un quart de période 
(fig. 30) : 


2. Quant t varie de 7 à p» M va de O à M, et le mouvement est retardé puisque v y < 0 


1 


3. Quand t varie de 7 à 2i M va de M; à O et le mouvement est accéléré. 


4. Quand £ varie de 57. à T, M va de O à Mo et le mouvement est retardé. 


fig. 31 


Les diagrammes des espaces et des vitesses sont indiqués figure 31. 


4) Relation entre l'abscisse et la vitesse. 


x £ Y : 2 
Ona cos or=7 et sin wr = — 73 Portons ces expressions de cos o t et sin o r 


» 


dans la relation costo 1 + sinto £= 1, on aS, + a3 


1, ou encore : 


Soient M et M' deux points symétriques par rapport à O et appartenant au segment 
[Mo, Mj] (fig. 30). Pendant une période le mobile passe deux fois en M et deux fois en M'. 
Les abscisses de M et M’ sont opposées et la formule précédente montre que la valeur 
absolue de la vitesse est la méme à chaque passage du mobile en ces points. 


15.13 ÉTUDE DU OAS GÉNÉRAL 


2) Définition du mouvement rectiligne vibratoire simple. 


Définition. 


On dit que le mouvement rectiligne d'un point M est vibratoire simple pendant 


l'intervalle de temps | si et seulement si son équation horaire, sur I, est de la 
forme : 


(2) cos ot - bsin otc | 


a, b, c, ù étant des constantes réelles, a et b ne sont pas tous deux nuls et ù x 0. 


b) Forme réduite de l'équation horaire. 


Pour étudier le mouvement cherchons à simplifier (2). On sait transformer 


S — acos o t + bsin o t (cf. $ 15. 8 a) de manière à n'avoir qu'un seul cosinus ou un 
seul sinus. 
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m a b : 1) 
s- vexs( zy LS e verre 
a : b Y fe : 
is = 1, il existe un angle unique + tel que 
vin (7) + voc 
b 
a x 
EC et Sino Vers 


soit « une détermination de e, on a : 
S = A/di + Bi (cos a cos ot + sin «sin or) = 4/a? + P cos (ot — a) 


et l'équation horaire s'écrit : 
Mat + b cos (ot — a) + c. 


= x, (ce qui revient à prendre comme nouvelle origine 


£i 


Posons 4/2! F b — A, x— 


sur x'x le point O, d'abscisse OO, — c) et 1— i — t, (ce qui revient à prendre comme 


nouvelle origine des temps l'instant — B on obtient la nouvelle équation horaire 
appelée forme réduite de l'équation horaire donnée : 


© [ramon ] 


L'équation horaire (3) est de la forme (1) que nous avons étudiée au $ 15. 12. Remar- 


a ere 

^ ina = ———— et = A et en changeant l'origine 
quons qu'en posant sina = 7, —g et 03e = 7r i 
sur x'x et l'origine des temps, on arrive à la forme réduite x, = A sin w f que l'on étudie 
comme (1). 


c) Terminologie du mouvement rectiligne vibratoire simple. 
Les mouvements rectilignes vibratoires simples (appelés aussi mouvements. rectilignes 
sinusoïdaux) sont trés souvent rencontrés en Physique. On emploie une terminologie 
spéciale qu'il est bon de connaitre. 


fig. 32 


L'équation horaire (3) étant de la forme (1), M décrit un segment [Mo, M] de centre O, 
qui est la nouvelle origine. Le point O, tel que OO, — c s'appelle le centre du mouvement 
(ou le centre de vibration). L'abscisse x, = x — c comptée à partir du centre du mouve- 
ment est l'élongation du mobile. Le nombre A = 4/47 + b7 est la plus grande distance de 
M à O; ou la plus grande valeur de | x, |, A s'appelle l'amplitude du mouvement. La 
fréquence est le nombre de périodes par seconde. Si T est la période évaluée en secondes, 
1 o 
la fréquence est N = 7 = 37 


Le nombre o (que l'on a supposé positif) s'appelle la pulsation. 


d) Exemple. 


Cherchons à titre d'exercice l'équation horaire d'un mouvement rectiligne vibratoire 
simple de pulsation donnée c (w > 0) lorsque l'on connaît l’abscisse X et la vitesse vo 


du mobile à l'instant £ = 0. Nous supposerons aussi que l'origine des abscisses est le 
centre du mouvement. 


Analyse. Si un tel mouvement existe, son équation horaire est de la forme : 
x —acos ot 4 bsinot d- c. 
L'origine des abscisses étant le centre du mouvement, c = 0 et l'équation horaire s'écrit : 
x = acos ot + bsin of. 
Pour t =0, ona : xy a. 


La vitesse, à l'instant £, est : 


y — — aosin ot-- bo cos or; pour t = 0, y = bo; donc b = P et on a : 


[27] 


n. 
Xo Cos of + $ sin wt 


Synthèse. Réciproquement le mouvement rectiligne d'équation horaire (4) répond bien 
aux conditions demandées. 


EXEROIOES 


1. Déterminer l'équation horaire d'un mouvement rectiligne vibratoire simple connais- 
sant les conditions initiales : xy, vo, yo (abscisse, vitesse, accélération du mobile 
pour £ = 0) et connaissant la pulsation c. 

2. Déterminer l'équation horaire d'un mouvement rectiligne vibratoire simple sachant 
que le centre du mouvement a pour abcsisse 1, l'amplitude du mouvement est 2, 


la période est T = 8, pour £ = 0 on a v = i (On peut toujours supposer c > 0. 
On trouvera deux équations horaires; on ramènera l'une à l'autre pour un change- 
ment d'origine des temps). 

Étudier le mouvement (diagrammes des espaces, des vitesses; indiquer quand le 
mouvement est accéléré ou retardé). 

3. Démontrer que le mouvement rectiligne d'équation horaire : 
X = a cos (o t + a) + b cos (w t + B) + c 

(a, b, c, a, B, w étant des constantes) 


est, ei |, un mouvement rectiligne vibratoire simple dont on déterminera le 
centre, l'amplitude et la pulsation. 


Application: trouver la forme réduite de l'équation horaire 


mon [5e] - 10m S 


4. Démontrer que pour tout mouvement rectiligne vibratoire simple d'équation 
horaire 


x- acoso t+ bsino t, 
c'est-à-dire dont le centre est à l’origine de x'x on a quel que soit t : 
x"+ ox = 0. 
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152 


153 


154 
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EXERCICES 


Mesure d’un angle : ex. 1 à 4. 

Relation de Chasles : ex. 5-6-7. 

Fonctions circulaires (définitions, relations, valeurs remarquables : ex. 8 à 22. 
Projections orthogonales et fonctions circulaires : ex. 23-24. 

Formules d’addition et de multiplication par 2 : ex. 25 à 46. 

Relations métriques dans un triangle : ex. 47 à 54. 

Équations trigonométriques : ex. 55 à 127. 

Systèmes d'équations : ex. 128 à 136. 


Inéquations 1 exercices résolus A et B; ex. 137 à 150. 
Limites : ex. 151 à 158. 
Dérivées : ex. 159 à 166. 


Étude de fonctions : ex. 167 à 178. 
Mouvement rectiligne vibratoire simple : ex. 179 à 185. 


Les sujets d'étude 186 et 187 portent, en particulier, sur la résolution trigonométrique d'une 
équation du troisième degré. 


Rappel de quelques notations et définitions. 

— angle de deux demi-droites vectorielles D et D’ : angle (D, D^; 

— sa mesure (classe d'équivalence de R modulo 2x ou modulo 360 ou modulo 400, sui- 

vant le système employé) : (D, D^; 

— un représentant a de la mesure s'appelle une détermination de l'angle ou de sa mesure 
BD) = 3; 

— la détermination principale de (D, D') est la détermination a, telle que 
—acaw«n 

(l'unité d'angle étant le radian). 


Résoudre l'équation : 

2E =  ( angle donné, £ angle cherché) 
(On désignera par a une détermination connue de et par x une détermination inconnue de E; 
on calculera x en fonction de a). 


Application : calculer x si a = Ẹ sia = — ©. Figurer sur le cercle trigonométrique b 


les images des solutions. 


Méme question avec : 


36-9 
Application : on supposera a 2-3 = * 
Méme question avec : 
Aloe 


Application : on supposera a = 60, l'unité d'angle étant le degré. 


Même question avec : 
5-9 
Application : on supposera a — 50, l'unité d'angle étant le grade. 


15.5 


15.6 


15,7 


158 


15.9 


15.10 


15.12 


1543 


Soient D,, D,, Ds, D, des demi-droites vectorielles de &, telles que : 


F est une détermination de (Dy, D) 


— F est une détermination de (Dj, Dj) 


get une détermination de (D, Dj). 


Calculer (D, DJ. 


Étant donnée une demi-droite vectorielle X de &, une demi-droite vectorielle D quelconque 
de &, est déterminée par la connaissance de l'angle des demi-droites vectorielles X et D. Cet 
angle s'appelle l'angle polaire de D, X étant la demi-droite vectorielle origine. 


a) Soit D' une autre demi-droite vectorielle. Calculer (D, D’) connaissant une détermination « 


de (X, D) et une détermination a’ de (X, D’). 
b) Déterminer les demi-droites vectorielles A telles que : 


(D, A) = (à, D) 
(si x est une détermination de (X, A), on calculera x en fonction de x et a’). A s'appelle une 
bissectrice de l'angle des demi-droites vectorielles D et D'. 


©) Application : calculer (D, D’) et (X, À) si l'on donne 


et d=- 


wa 


Dans E, (plan affine euclidien orienté), soit un triangle ABC quelconque. Démontrer que : 
E LX —— —À 
(CÀ, CB) = (AC, BÓ) 
C r ES 
(AB, AC) + (BC, BÀ) + (CX, CB) = 6, 


G = 5 étant la mesure de l'angle plat ©. 


Déterminer trois des quatre nombres cos x, sin x, tg x, cotg x connaissant le quatrième dans les 
conditions suivantes (ex. 8-9-10) : 


5-1 z 
cob xm VT =) 
f et 3 <x<0. 


x-2—y3 e 0<x<r 


We VI-VI « r<r<i 


Simplifier (ex. 11-12-13) : 


TEA 
cizo y — 2x — sint y, 


sin? x sin? y 


COS x + sin x + cost x + sint x + 5 sin? x cos? x, 
3 sint x + 3 cost x — 2sin* x — 2 cost x. 
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15.14 


15.15 


15.17 


15.19 


15.20 


15.21 


| 1522 


1523 


Connaissant sin x + cos x = a, calculer : 
sin x cos x, sin? x + cos? x, sint x + cost x, sinë x + cos x. 


Exprimer uniquement à l'aide de tg x les expressions suivantes (ex. 15 à 18) : 


cost x + sin* x 
cost x — sint x 


cos? x + 5 sin? x cos x + sin? x 


er 2cosx + 3sinx 


sin x — cos x 


a i IR ee 
2 cost x + 5 sin x cos x + 1 1515 i1 oer] Tux 


Calculer sans l'aide des tables trigonométriques (ex. 19 à 22) : 


cost + cost ŠT + cost ŠE + cost TE 
sint Ep sine DE + sine SE + sint TE 

E PEL] 257 MIT sr MES 
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LX ponds 5x Ue P 
sin* 75 - sin! T, - sin! qr + sin! y c sint T + sin y 


Soient My, Ms, M; les sommets d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle trigonomé- 
trique ^l de centre O et muni de la base orthonormée de sens positif (OÀ, OB). Soit « une 


détermination de (OA, OM),. 
a) Montrer que : OM, + OM, + OM; = à. 
b) En déduire que 


Qa e R) cos a + cos (x + 5E) + cos (a + À 


(qae R) sin + sin (a + À) + sin (e 


Généralisation de l'exercice précédent. Soient Mı, Ms, … M, les sommets d'un polygone 
régulier convexe inscrit dans le cercle trigonométrique Wb de centre O et muni de la base ortho- 


normée de sens positif (OÅ, OB). Soit « une détermination de (OÀ, OM). 
a) Montrer que OM, + OM, + … + OM, = Ô (on montrera, pour cela, que 
0$ = OM, + OM, + … + OM, 


est porté par l’un quelconque des axes de symétrie du polygone). 
b) En déduire que pour tout « réel : 


cos a + cos (a + ŽE) + nem [a + 


225] = 


sin a + sin (a + ŽE) + + sin [e + € 


(n—1 2 


Démontrer que, pour toutes valeurs de a et b n'annulant pas les dénominateurs, les égalités sui- 


vantes sont vérifiées (ex. 25 à 28) : 


(a 4- 5) _ sin (a — b) 
tga t tgb = T1773 1526 ga— E^ — TN 
tga + cotg a = 15.28 costa — sint a = cos 2a. 


1529 


1531 


1534 


15.38 


1539 


1540 


1541 


1542 


1543 


18.44 


Simplifier (ex. 29 à 32) : 


sin2a  cos2a i 

zu sin Sa _ cos Sa 

sina  cosa 1530 Mia ca 
cos a 


Factoriser (ex. 33 à 35) : 

1+ cos a + cos 2a. 

1+ cos a+ sin a. 

1 — sin a — cos 2 a. 

Calculer sans l'aide des tables trigonométriques (ex. 36 à 40) : 


7r 


x 3n Sr 
cost = + cost — + cost — 
LS Gén Lo l 


75 


sint F + sint ZE + sint ŠZ + sin 


9r lix 
T + cost i 


3 
cost À + cost ipo FE + cost TE + cost 


x 
12 


ENT Sra Tan iig. A 
sint 75 + sint TT + sint FF + sint TT + sint T7 + sint 
r $n 
este 


Sachant que cos à = —%—, = 
ro S Per ros 


en fonction de a, b, c. Qne peut-on dire de la somme tg? 3 + wb runi 


c 
cos y = Lj calculer tg! $y ub 


Déterminer « sachant que (ex. 42 à 45) : 


ipaum M31 
v3-1 (on remarquera que 1 -uji) 

0<a<5 

2 
tga= V2—1 
ENS. (on calculera d'abord tg 2a). 

2 
cos a V2 + VS 

4 
(on calculera d'abord cos 2 a). 

0<a<i 


gel 
uti 


265 


15.45 


15.46 


1547 


15.48 


15.49 


15.50 
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as cl 
4 (on calculera cos 2a, cos 4x et on vérifiera que cos 4x = sin a). 
0<a<5 


Déterminer y = 4 — f, sans l'aide des tables trigonométriques, sachant que : 


17 


1 x 
acp uB-gq 4 Oc4BXE 


Dans E, (plan affine euclidien) supposé orienté, soit un triangle quelconque ABC. On pose 
a= ||Bl|, o = || CA ||, c = || AÈ ||. On désigne par A, B, C les valeurs absolues des déter- 


= I ME 
minations principales de (AB, AC), (BC, BÀ), (CÀ, CB). On a A + B + C — (ex, 47 à 54) : 


tg B et tg C sont les racines de l'équation 2 x* + 3 x — 1 = 0. Calculer tg A. En déduire A. 


tg B et tg C sont les racines de l'équation xè — (3 — 4/3) x + 2 — 4/3 = 0 et on suppose 
B > C. Calculer les trois angles du triangle ABC sans l'aide des tables trigonométriques. 


On suppose que ABC n'est pas un triangle rectangle. 
a) Calculer tg (A + B + C) en fonction de tg A, tg B, tg C. En déduire la relation : 
1g A+ tgB + tg C — tg A tg Btg C. 
b) Trouver les angles d'un triangle sachant que les tangentes sont proportionnelles à 1, 3, 5 
t 


uA 
(on posera #58 = HE = HE à). 


a) En écrivant que B = AC — AB et que (BC)! = (AC — AB)’ montrer que dans tout 
triangle ABC on 


= b+ 6 —2bccos À 
et que l'on a de méme : 

b = + —2caco B 

e = aè + b? — 2 ab cos C 
b) Démontrer que dans tout triangle rectangle eff A on a : 

b= asin B et c = asin C. 

€) On désigne par R le rayon du cercle circonscrit à un triangle ABC quelconque. Démontrer 
que a = 2 R sin A (utiliser le point B' diamétralement opposé au point B; on examinera 
trois cas). En déduire que dans tout triangle ABC on a : 

a b € 

DA mi me 22 

d) On désigne par S l'aire d'un triangle ABC quelconque, p son demi-périmétre, r le rayon du 
cercle inscrit dans le triangle, r,, Fa re les rayons des cercles exinscrits au triangle. Démontrer 
les formules : 


rm 
S = 3 be sin A = 


S = pr (si Lestgle centre du cercle inscrit, on écrira que l'aire du triangle ABC est la somme des 

aires des triangles IAB, IBC, ICA). 

S = (p — a)r, (si I, est le centre du cercle exinscrit situé sur la bissectrice du secteur angulaire 

[AB, AC] on calculera l'aire du triangle ABC en fonction des aires des triangles LAB, I, BC, 

LCA). 

S — V/P(p — à) (p — b) (p — c) (on calculera sin A en fonction de a, b, c et on portera l'ex- 
1 


pression trouvée de sin A dans S = > bc sin A). 
En déduire que : S? = rr, Fy Fe 
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15.52 


15.53 


15.54 


1571 


Démontrer que dans tout triangle ABC on a : 

cotg B cH. 
gB + cote C= A 
Démontrer que dans tout triangle ABC qui n'est pas un triangle rectangle on a : 


B. 
cos B cos 


tg B + tgC= 


Démontrer que dans tout triangle ABC on a : 
B+ e=2a <—> sint B4 sin! C —2sin! A 


"m ib Bab ot de 
(onu isera les formules 4. = D = geg = 2R. 


b+ ct =2a <> cos2B+ cos2C — 2co52 A. 


Démontrer que la relation sin? A = sin? B + sin? C caractérise un triangle rectangle en A 


tili E ER 
(on utilisera les formules 3 = x 


Résoudre dans IR. et construire les images des solutions des équations (ex. 55 à 83) : 


3 
cosx + V3 0. 15.56 cos (2x — + cos x = 0. 
4 cost 2 x — 3 = 0 15.58 cos 3 x + sin 2x 
cost (x + 5) — sio (2x + 2 =0 1560 cos À + sin Ž 

3 i-o H9 cos à + sin à = 
f C MENE, z) 3 
sin (3x — 2) = sin (2x + 3) 15.62 sin (2x — 2) + cos (x + 5) = 0. 
sin x + sin 5 x = 0. 15.64 sin 2x = cos! x. 
sin2x = tg x. 15.66 2 sin? x = tg? x. 
2 cos x + cotg x = 0. 15.68 cos 4x cosx — sin 4x sin x = 3° 
cos x — sin x = V/Z cos 2x. 1570 cost x + sint x = $ 
(ss =1 1572 tg2x + V3= 0. 


tg (459 + 39) = cotg (30° — 3x9). 1574 w5x + (x — 2) - 


Eb evel (en montrera d'abord que 18 5, = 2 — v3) 
tgx —2---V/3 (on utilisera l'exercice précédent). 
gxr-vi-i {on montrera d'abord que 18 § = V3 — 1). 


267 


15.78 


15.79 


15.80 


15.82 


15.84 


15.88 


15.90 


15.92 


15.94 


15.96 


15.98 


15.99 


tgx — V2-- 1 (on utilisera l'exercice précédent). 
tg3x + tgx = V3 (1 — tg 3x tgx). 


1581 tgxtgáx— — 1, 


tg x cotg 3x = 1. 15.83 cotgx — gx 2185 


Résoudre dans R. les équations suivantes en prenant comme inconnue cos ax = X ou sin ax = X 
ou tg ax = X (a coefficient simple qu'on déterminera dans chaque cas). On discutera, s'il y a 
lieu, suivant les valeurs réelles du paramètre m (ex. 84 à 97). 


2 cost x — 3 cos x + 1 


4 sint x — 2(/2+ 4/3) sin x + V/6 = 


15.85 4 cost x — 2(1 + 4/2) cos x + 4/2 = 0. 


15.87 tgix-- (V3 — D) tgx — V/3— 0. 


cos 2 x + cos x — 2 = 0. 15.89 cos 3x — 2605 x + 1 = 0. 

sin 3x + 4sin? x — sin x — 1591 2655 — sin à = 2 (poser sin à = 

tg x + V3 cotg x = V3 + 1. 15.93 6 cos 2x — 1 = 6 tg x. 

cos x + sin x + gx — cs. 15.95 4 cotg à — cos x — 3 sin x — 1 = 0. 
(m — 3) sin? x — 6 sin x + m — 3 = 0. 15.97 tg2x+ cotg2x — m. 

a) Variation et représentation graphique C de la fonction : x ——— y = ŽE + D. 


x—2 
b) Utiliser C pour discuter, suivant les valeurs réelles du paramètre m, le nombre de racines 
de l'équation : 

cos 2 u + 2(1 — m) cos u + 4m + 1 = 0. 


c) Trouver les points M de C dont les coordonnées sont des entiers relatifs (il sera commode 


d'écrire y sous la forme y = ax + b + ©) 


Soit la fonction fj de la variable réelle x définie par : 


xt + 3x + À 
AO EL E EI 


où À est un paramètre réel. Soit Ch la représentation graphique de fà. On supposera le repère 

x'Ox, y'Oy orthonormé. 

a) Montrer que C) passe par des points fixes lorsque À varie. 

b) Variation et représentation graphique C, de f correspondant à À = 1. 

©) Utiliser C, pour discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de racines de l'équation : 
(m — 1) sint u — (m+ 3) sinu + m—1— 0. 


d) Une droite d'équation y = m coupe y/y en A et C, en B et C. Calculer, en fonction de m, 
les coordonnées du milieu M du segment [B, C] et les coordonnées du point P conjugué harmo- 
nique de A par rapport à B et C. 

e) Trouver les ensembles décrits par M et P quand m varie : on les construira sur le graphique 
précédent. 


(Baccalauréat.) 


E ("E 


15.100 


15.102 


15.103 
15.104 
15.105 
15.106 
15.107 


15.108 


15.109 
15.110 


15.111 


15.112 
15.113 
15.114 
15.115 
15.116 


15.117 


Équation a cos x + b sin x + c = 0. Résoudre dans R et discuter, s’il y a lieu, suivant les valeurs 
réelles du paramètre m (ex. 100 à 106). 


15.101 3 sin x — 4 cos x = 1. 
One ed SN 1 = 0 (on montrera d'abord que tg À = V2 — j. 
cos 3 x + sin 3 x = m. 


cos 2 x — 4/3 sin 2 x = m. 


mcos x — (m+ 1) sin x —m— 


3m sin 2 x + (m — 1) cos 2x — 1 = 0. 


a) Discuter et résoudre dans R l'équation : 

w mcos x + (m+ 1) sin x — 
où m est un paramètre réel. 

b) Le plan étant rapporté à un repère orthonormé (X'OX, Y'OY), on considère la droite D 
d'équation cartésienne mX + (m + 1) Y — 1 = 0. Montrer que D passe par un point fixe, 
quand m varie. Montrer que les images des solutions de (1) sur le cercle trigonométrique sont 


les points communs au cercle trigonométrique et à la droite D. Retrouver graphiquement la 
discussion de l'équation (1). 


9 


Équation a cos® x + 2 b sin x cos x + c sin! x + d = 0. Résoudre dans IR et discuter, s'il y a 
lieu, les équations suivantes que l'on mettra sous la forme À cos 2 x + B sin 2 x + C = 0 puis 
que l'on transformera de manière à n'avoir qu'un seul cosinus ou un seul sinus (ex. 108 à 111), 


"V3 cost x + 2 sin x cos x — 4/3 sin? x — 4/3 = 0. 
(V3 — 1) cos? x + 2 sin x cos x + (4/2 + I) sin? x — 4/23 = 0. 


cos? x + 2 sin x cos x — sin? x = m. 


4 cost x — 4/3 sin 2 x + 2 sin? x = m. 


Équation f (sin x, cos x) — 0 où f (sin x, cos x) est un polynôme en sin x et cos x, les degrés des 
monômes en sin x et cos x ayant la méme parité (l'équation 

acos? x + 2 b sin x cos x + csin? x + d = 0 
entre dans cette catégorie). On montrera, sur chaque exemple, que f (sim x, cos x) peut 
s'exprimer uniquement à l'aide de 


gxoXsx4l kr (ke Z) (ex. 112 à 117). 


sin? x — (4/3 — 1) sin x cos x — 4/3 cos? x = 0. 


2 sin? x + 4sin x cos x — 4cos* x — 1 = 0. 


cos? x + 8 sin x cos x + 7 sin? x — m = 


sin? x + 3 cos? x + sin x 


sin x — 4 si 


x cos x + 5 sin x cos? x — 2 cos x 


3 sint x — 23 cost x — 22 cos? x = 0. 
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15.118 


15.119 


15.120 


15.121 


15.122 


15.123 


15.124 


15.126 


15128 


15130 


270 


Une équation f (sin x, cos x) — 0 est symétrique en sin x et cos x si elle ne change pas lorsqu'on 
échange sin x et cos x. On montrera, sur chaque exemple, que f (sin x, cos x) peut s'exprimer 
uniquement à l'aide de 


cos x + sin x 


VE cos (x — à) = Vim) = 2x 
(ex. 118 à 120. 
2 sin x cos x — (cos x + sin x) = — 1. 


2sin2x — 4 (cos x + sin x) + 3 = 0. 


De be + = V2 


sin x cos x + m (cos x + sin x) + 1 = 0. 

On se propose de discuter graphiquement suivant la position du point M (a, 5) dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé, le nombre de racines de l'équation : 

u) sin 2 x + 2a/2 (cos x + sin x) + 2b = 0. 


En posant cos x + sin x = 4/2 cos e = i = V3 X, on aboutit à une équation de la 


forme : 

Q FX) — 0. 

a) Discuter, suivant la position de M (a, b) dans le plan, le nombre de racines de l'équation (2). 
b) Discuter, suivant la position de M (a, b) dans le plan, la place des racines de (2) par rapport 
aux nombres — 1 et 1. 

c) En déduire la discussion de l'équation (1). 


d) Résoudre l'équation (1) dans le cas où a = — 3 


que 


Résoudre dans IR l'équation : cos x — sin x — sin x cos x + 1 = 0 
(on exprimera le premier membre uniquement à l'aide de 


cos x — sin x = VE cos (3 + a) = Visi (3 — « - xx. 


Résoudre chacune des équations suivantes où (x, y) € R. X IR. Le plan étant rapporté à un 
repère cartésien, construire l'ensemble des points M (x, y), (x, y) étant une solution de l'équation 
(ex. 124 à 127) : 


sin 2x — cosy. 15425. sin (Semb- 


15127 tgy V TER 


Résoudre les systèmes suivants où (x, y) € IR. X IR. Discuter, s'il y a lieu, suivant les valeurs 
réelles des paramétres a et b (ex. 128 à 136). 


tg2x tg y — 1. 


x-y $ ismo | O+») 
tgx — tgy 


2sin x = sin y. 


f tgxrtgy — 1 V3 
| tg2x+tg2y 


sin x+ siny= 1 
5 | cos 2 x + cos 2 y 


15132 


cos x + cos y = a 


tgx+tgy=a 
cos 2 x + cos 2 y ius . 


tgo» 


15.135 | cos a + cos (a + x) + cos (a + y) —0 
e sin a + sin (a + x) + sin (a + y) = 0 
(se ramener à l'ex. 134). 


(utiliser la formule cos? x + sin? x = 1). 


A. Exercice résolu. Soit à résoudre dans R l'inéquation : 
2cos x + 12 0. [D] 


Pour tout x réel, ona : 
(0) — cos x > — I 

Quand x varie de 0 à v, la fonction cosinus est strictement décroissante de 1 à — 1 (ef. 815. 7a 
et prend la valeur — 3 pour x = ŽŽ donc pour 0 < x < ŽŽ on a cos x> — 3. 
La fonction cosinus est paire donc pour — 27 < x < 0 on a aussi cos x > — $ 
Donc 

qxet- 
La fonction cosinus a pour période 2 donc : 


(qxeR) qke Z) 


zb (D —--— 


D > -F inea 1T kan. 


L'ensemble des images des solutions de (1) est l'arc de cercle MA Mo, les points M; et M, étant 
exclus (fig. 1). 


B. Exercice résolu. Soit à résoudre dans IR l'inéquation : 


Q tg & - j > 
Posons, pour simplifier, E — À = X et résolvons l'inéquation : 
[9] tX>1 
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15.137 


15.139 


15.141 
15.143 
15.145 
272 


Sur [o, 3| 1a fonction tangente : X ——— tg X est strictement croissante de 0 à + oo 


(f. § 15.7 c) et prend la valeur 1 pour X = Ẹ donc pour 2 < X < Son a tg X > 1. 
Sus on a tg X « 0. Donc 
(Xe (0, zb 


La fonction tangente a pour période x donc : 
(4XeR) qkeZ) GO) «— Fham<X<F+ kr 


x x 
O < $1«X--* 


l'ensemble des images des solutions de (3) est formé des arcs de cercle MB et M;B', extré- 
mités exclues (fig. 2). 


On peut écrire pour tout x réel et k entier relatif arbitraire : 


Q < Fhlri <E +k 


o — Ftjtkn< Z< j+ ur 


D — tinct c Ey kn 


@ <> UE pIE < a < E k E 


Résoudre dans R les inéquations (ex. 137 à 150). 


2 sin x — V3 > 0. 15.138 sin (2x +3 


cos (x + 2) < cos (x - 3)- 15.140 sin x — 4/3 cos x — 1 > 0. 


cos x + V3 sin x — 4/2 < 0. 
tx —3tgx-- 2» 0. 15.14 (4/2 sin x — 1) (4 cos? x — 3) > 0. 


tgx — 2> 3cotg x. 15146 tg2x < tgx. 


15142 4cos! x — 2(1 + 4/2) cos x+ /2 <0. 


15.147 


15.149 


15.151 


15.153 


15.155 
zo 


15.157 


15.158 


15.159 


15.161 


15.163 


15.164 


15.166 


15.167 


cos x + V3 sin x —1 
Z cos? x — cos x 


1 1 


189 Lr poux 


ee. 15150 vinx < Vi cos x. 


Étudier les limites suivantes (ex. 151 à 158). 


15.154 lim 833 — IX, 
ex 


15186 lim V3 cos x — sin x, 


wart qox 


(en posera x = i + D 


Vx (on posera x = 5 + a): 


Calculer les dérivées, quand elles existent, des fonctions définies par (ex . 159 à 163). 


y = 3 sin? x + cos! x. 15160 y = sin x (cos x + sin x). 


sin x 1 
Ai 15.162 y= tx-Feogx- gis + 
in ar 


»=tg8x+cotgx z=; 


(dire pourquoi on trouve la même dérivée). 


Calculer y et y" et trouver une relation entre y et y" indépendante de x (ex. 164 et 165). 


y= sin (ax + b). 15465 y = sin? (ax + b). 


a) Calculer la dérivée de la fonction f : x ++ y = sint x + cost x — à cos 4 x, À étant 
une constante. 

b) On suppose que à = E Montrer que f est une fonction constante que l'on calculera. 

© Simplifer : 


S = cost x + cost (x +) + cost (x + ZE 


) + cost (x+ 27) + cost (x + $E) + 


+ cos (x + 18. 


Étudier les variations et construire les représentations graphiques des fonctions f dans les cas 
suivants (ex. 167 à 176) : 
SG) = 2sin2x+ 1. 15.168 f(x) = sin x + | sin x |. 
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| 
fl 


15.169 


15.171 
15.172 


15.173 


15.174. 


15.175 


15.176 


15.177 


15.178 


15.179 


15.180 


15.181 


15.182 


15.183 


15.184 
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LG) = sin? x — 3 sin x + 2. 15170 f(x) = V3 cos x — sin x + 1. 
f (3) = 4 cos? x — 24/3 sin x cos x + 2 sin? x. 

f Q0) = cos? x sin 2 x. 

f(x) = sin x — sin? x... 


cos2x +1, 
2cosx — 1 


SG = 


f(x) = x — 2 sin x (on remarquera que f(x + 27) = f(x) + 2). 


Construire la représentation graphique de la fonction : x |—— tg x. Étudier graphique- 
ment les racines de l'équation : 


x—tgx-0. 
Dans le plan affine euclidien orienté E,, on donne un cercle (T) de centre O et de rayon R. On 


considère un triangle ABC inscrit dans ce cercle : ses sommets B et C sont fixes et BC = R 4/3, 
son sommet A est un point variable-de (T°) tel que A et O soient dans le méme demi-plan limité 


par la droite BC. On désigne par x la valeur absolue de la détermination principale de (BC, BA). 
a) Quel est l'ensemble F décrit par x? Calculer AB, AC, y — AB — AC en fonction de R et x. 
Variation et représentation graphique de la fonction : x —» y = AB — AC quand x 
décrit F. 


b) On suppose y = R 4/3. Calculer les mesures des angles du triangle ABC, ainsi que AB, 
AC et son aire S. (Baccalauréat.) 


"Trouver l'équation horaire d'un mouvement rectiligne vibratoire simple sachant que : 
l'origine des abscisses est le centre de vibration; 

la période est T — 5; 

pout = onax=0etv= — SE. 
Étudier ce mouvement (diagrammes des espaces, des vitesses; indiquer quand le mouvement 
est accéléré ou retardé). 


Montrer que les mouvements rectilignes ayant pour équations horaires celles des exercices 180 à 
183 sont vibratoires simples; indiquer le centre, l'amplitude et la pulsation du mouvement. 


x = sin or. 
x = cost ot + sin or. 


x = a cos (+3 — a sin 21. 
x = cos (or + 2) + cos (or + 28) — VA sin (or +3). 


Dans un plan rapporté à un repère orthonormé, un point M a pour coordonnées à l'instant 1 : 
x = a cos? ot, y = b sin? or (o constante positive, a et b constantes non toutes deux nulles). 
Démontrer que M a un mouvement rectiligne vibratoire simple dont on déterminera le centre, 
l'amplitude et la période. 


15.185 


15.186 


15.187 


Dans un plan rapporté à un repère orthonormé, un point P a pour coordonnées à l'instant £ : 
a (1 + cos or), a sin of (on supposera que a et o sont des constantes positives). Un point Q a 
pour coordonnées à l'instant £ : a (sin w? — 1), a cos or. Soient les points A (a, 0) et B (— a, 0) 
a) Calculer AP? et BQ?. Quelles sont les trajectoires des points P et Q? 

b) Démontrer que le milieu M du segment [P, Q] a un mouvement rectiligne vibratoire simple 
dont on déterminera le centre, l'amplitude et la période. 


Sujets d'étude. 
a) Résoudre dans R l'équation : 
W cos3 x = I 
En exprimant cos 3 x en fonction de cos x — X, en déduire que les nombres 
1 13 

X, = cop X, = cos D X, = cos t 
sont des racines de l'équation : 
Q 8X'—6x-1 
b) Démontrer que, pour tout X réel, on a : 

8X — 6X — 1 =8(X — X) (X — X) (X — X) o 


(on remarquera, pour cela, que 8 Xi — 6X, — 1 = 0 donc 
8X*X—6X—1-28X* —6X—1—(8X1 —6X,— 1), 
on mettra en facteur X — X;, puis on mettra en facteur X — X, et X — Xy). 
En déduire que les seules racines de (2) sont les nombres X,, Xa, X3. 
c) A l'aide de l'égalité (3) et en développant le deuxième membre, déduire les valeurs numé- 
riques de : 


z 75 137, 
A = cos 3 + cos -y + cos -g7 
2 Ts Tr 13% Br 7 
B = cos ÿ cos 5. + cos D cos -g7 + COS -g7 COS g 
ROUE lie 
C = cos g cos ^,^ cos -g~ 


Résolution trigonométrique de l'équation du troisième degré. 
a) Résoudre dans R l'équation : 
cos 3x = cosæ (a donné, x, cherché). 


b) Calculer cos 3 x, en fonction de cos x, = X,. Montrer (cf. ex. 186) que les racines de l'équa- 
tion : 


3 cos a 
Xe = 
a a 2n) a 
m CHNCIY NT I EY. 
c) Résoudre dans R l'équation : 
3 » 
[0] X-i»X-70a-0 


où x et à sont donnés et X est cherché (on posera X = Xy). 
d) Par un changement d'inconnue de la forme : x = x, + X, montrer que toute équation du 
troisième degré : ax? + bx? + cx + d = 0 à coefficients a, b, c, d réels, peut se mettre sous la 
forme : X? + pX + q = 0 et, si 4 p? + 27 q? < 0, elle peut se mettre sous la forme (1). 
e) Application. Résoudre dans R l'équation : 

SD 6t 9x43 
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L'espace euclidien E, 


La section I débute par la définition de l'espace euclidien Es, espace affine associé à 
l'espace vectoriel euclidien 8, : la norme euclidienne définie sur &y permettant de 
définir une distance, appelée distance euclidienne, sur Es. 


On donne ensuite la définition et les premières propriétés des isométries de &,. 
Ensuite l'orthogonalité dans & permet d'étudier l'orthogonalité dans E, : droites 
perpendiculaires, droite et plan perpendiculaires, plans perpendiculaires, projec- 
tions orthogonales. La section s'achéve par l'étude des premiéres propriétés des 
symétries de Es. 


La section II débute par la définition d'un repère orthonormé de E, Elle est essentiel- 
lement consacrée à la représentation analytique, dans un repère orthonormé, des plans 
et des sphères de Ey. 


Auparavant, conformément au programme, on revient sur la représentation analy- 
tique des droites et des cercles de E. : en effet, l'introduction des fonctions circulaires 
permet de donner pour les droites et les cercles des représentations analytiques très 
utiles. 


De plus nous avons cru rendre service au lecteur en donnant pour la sphere, en plus 
de son équation cartésienne, quelques-unes de ses propriétés élémentaires. 


N. B. Pour la section D : seul le paragraphe 16. 7 de ce chapitre figure à son programme. 
Pour la section E : l'étude de la sphère ($ 16. 10) ne figure pas à son programme. 


I. Étude géométrique de l’espace euclidien E; 


16. 1 ESPACE EUCLIDIEN. DISTANCE EUCLIDIENNE 


a) Définition. 


Rappelons la définition du plan euclidien E, donnée en classe de Seconde : 


Définition. 
On appelle plan euclidien E, tout plan al 


e associé au plan vectoriel euclidien &,, 


De façon analogue, nous définissons l'espace euclidien E, : 


Défijüogh  — — 3225 1. e c een 
On appelle espace euclidien E, tout espace affine associé à l'espace vectoriel euclidien &,. 


Dans le chapitre 13 (§ 13. 1) nous avons défini une application ® de E x E dans U, : 
9:ExE —— V, 
(A, B) — AB. 
L'application ® est, par hypothèse, telle que, pour tous points A, B, C de E, on ait : 
AC — AB + BC. 
Dans le chapitre 14 (8 14. 3), nous avons défini une norme euclidienne dans U; qui, ainsi 
muni de cette norme, a pris le nom d'espace vectoriel euclidien £. 
A chaque bi-point (A, B) il est donc possible d'associer le nombre réel positif || AB ||; 


nous allons voir que l'application (A, B) — || AB|| de E; x E, dans R, est une 
distance définie sur E, possédant des propriétés particulières; nous l'appellerons distance 
euclidienne. 


De méme à tout couple de bi-points (A, B), (A', B) nous pouvons associer le produit 
scalaire AB . A'B' défini dans l'espace vectoriel euclidien &, associé à l'espace euclidien 
Es. ce ao 

Remarquons que si AB et A'B' sont linéairement dépendants, c'est-à-dire appartien- 
nent à une même droite vectorielle A (i), on a, en prenant 7 unitaire 


b) Distance euclidienne. 
Nous venons de définir l'application f de E x Eş dans R4 
SEXES — R, 
(4,5) — | A6 
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On a, pour tout couple (A, B) de points de l’espace euclidien BE: 
£^, 9) — || A8 ||. 


Étudions si, comme dans le plan euclidien Es, cette fonction est une distance définie 
sur E. Rappelons la définition d'une distance euclidienne : 


Définition. 


On appelle distance définie sur l'espace E, ensemble de points, toute application d 
de E x E dans IR, vérifiant les propriétés suivantes : 
D,. Quels que soient les points A et B de E ona : 
d(AB)- 0 > A =B. 

D,. Quels que soient les points A et B de E on a : 

d(B, A) = d(A, B). 
Ds. Quels que soient les points A, B et C de E, ona : 
a) C e [A, B] —> d(A, B) = d(A, C) + d(C, B), 
b) C£ [A, B] ——2 d (A, B) < d(A, C) + d(C, B). 


D, lle que soit la demi-droite [O, A) de E et quel que soit le nombre réel positif x, 
il existe un point unique M e [O, A) tel que d (O, M) = x. 


En utilisant les propriétés de la norme euclidienne d’un vecteur de &, (cf. $ 14. 3), nous 

obtenons les résultats suivants : quels que soient les points A, B, C de Ezona: 

LJA B=0 <> (Al =0) <— (Ab=0) «—- (A=B). 

2 £®@, A =| BA | =|- zl] = AB] rm. 

3. sA B) — [A8] = || A6 c8 | < lačl|+ [CB || = 7a, 0+6 9. 

Précisons ce résultat en cherchant dans quels cas on a : 

SA, B = f (^, C) + f (C, B). Nous avons démontré (cf. § 14. 3) que l'on a : 

[aes TÈ || = || AC || + || CB || si et seulement si AC ou CB nuls ou s’il existe « > 0 
ue : 


CB = x AC, 
c'est-à-dire que C est en A ou en B ou que A, B, C sont alignés et qu'il existe 
x > 0 tel que : 
q CB = « ÀC 
Pour tous points A, B, C on peut écrire : 
(0) <—> CA + AB = « AC 


avec 0 < À < 1, ce qui signifie que C c [A, B] (cf. $ 13-2 b). Donc : 
CEA, B] —> f(A, B) =f (A, O + f (C, B), 
Cé[A, B] —> f(A, B) < f(A, © + f (C, B). 
4. Étant donnés les points distincts O et A et un nombre réel x > 0, cherchons s'il existe 


des points de la demi-droite [O, A) tels que f (O, M) = x. Soit 4 un vecteur directeur de 
(O, A) et ayant même sens que la demi-droite [O, A); cela signifie que, pour tout point N 
de la demi-droite [O, A), on a : 


OÑ=au ave «20; 


d'où 
IoNI= «1141 — a. 
puisque 4 est unitaire et a > 0. 
On a donc : x = a et le point M tel que f (O, M) = x est unique. 
L'application f de E x E; dans IR , possède donc les quatre propriétés d'une distance. 


Concluons : 


Théoràme et définition. 
L'application f de E, x E, dans IR, définie pour tout couple (A, B) de points de E, 
par : 

1 (A. 8) = || A8 || 
est une distance définie sur l'espace euclidien E, Le nombre || A8 || est appelé 
distance euclidienne des points A et B. 


Lorsqu'il n'y aura aucune confusion possible, nous emploierons le nom de « distance » 
au lieu de distance euclidienne et nous noterons || AB || = 4 (A, B), ou plus simplement 
AB. 

Considérons une translation de l'espace euclidien Es; quels que soient les points A et B 
de E, et leurs images respectives A' et B' par la translation considérée on a (cf. § 13. 7) 
AB = AE 

d'où |AB| — || A5 || c'est-à-dire 
d(A, B) = d(A!, B). 
On exprime ce fait en disant que la distance euclidienne est invariante par translation. 


REMARQUES 


1. La restriction de fà tout sous-espace affine P de dimension 2 de l'espace euclidien 
E, est une distance euclidienne définie sur P donc P est un plan euclidien. Pour trois 
points A, B, C sommets d'un véritable triangle, c'est-à-dire définissant un plan, 
on a (cf. cours de Seconde) 


Id (A, ©) — d (C, B) | <d(A, B) < d (A, O + d (C, B). 
C'est cette deuxième inégalité qui explique l'origine du mot inégalité triangulaire 
donnée dans &, à 
lx + 1 < IRI + NI. 


2. D'une manière générale, E étant un ensemble quelconque, on appelle distance 
définie sur E toute application f de E x E dans IR, vérifiant, quels que soient 
x, y, z de E, les propriétés suivantes : 

Ll fœ@)=0 => =»), 

2. foL) =f y) 

3. fe y) SS 2) +S y) 
Nous verrons à l'exercice 95 que dans tout espace affine on peut définir des dis- 
tances distinctes de la distance euclidienne. 


Pour la distance euclidienne définie sur E, la propriété D, est plus précise que la 
propriété 3 d'une distance générale. 
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16. 2 ISOMÉTRIES DE L'ESPACE EUCLIDIEN E, 


2) Définition. Exemples. 


Définition. 


On appelle isométrie de l'espace euclidien E, toute bijection / de E, sur E, telle 


que, pour tout couple (A, B) de points de E, on ait : 
d(i(A), i(B)) = d(A, B). 


Nous avons donc le schéma suivant : 


LEER 
A ———— A' — i(A), 
B —— B'—i(B, 


avec : 4(A, B) = d(A', B, 
ce qui équivaut à : 
la] = | cg | 
Considérons une isométrie i de l'espace euclidien Ej. 
dpi mms 
A ———. A! 


B ——. B' 
uo 


L'application i étant une isométrie, nous 


avons les égalités : 


[ss | = |38] ce 


|= Iac lis = Use 


Calculons le produit scalaire AB. AC, à 


l'aide de || AB || || AC || || BC ||. 


Nous avons (cf. § 14. 3 c) (en appliquant la formule à BÅ . AC) : 


1 
AB.AC = ; (| à 


Au lieu d'appliquer directement 
d'exercice, développer 


8 


Nous avons donc 


"le p — Irae pp. 
le résultat du 8 14. 3. c on pourra, aussi à titre 


(BA + AC). 


AB. AC = PES 


= A .AC. 


F+ Iwep - nep 


Il en résulte que toute isométrie de E; conserve le produit scalaire. 
Inversement, si une bijection de E, sur E; conserve le produit scalaire, la distance de deux 


points est conservée. En effet : 
Id (A*, Bp = (|| AB 
— AB.AB 


J = 75.a 
= (A8 D? = rca, mr, 


et puisque les distances sont des nombres réels positifs, on en déduit : 
d(A', B') = d (A, B). 


Théorème. 
L'application ; étant une bijection de E, sur E, les deux propriétés suivantes sont équi- 
valentes : 

1. j conserve la distance de deux points. 

2. i conserve le produit scalaire. 


L'application identique de E; idg, est évidemment une isométrie. 
Nous avons vu (cf. § 16. 1 b) que toute translation de E, conserve la distance; or toute 
translation étant une bijection nous pouvons énoncer : 


Théorème. 
Toute translation de E, est une isométrie de Eş. 


Considérons une symétrie par rapport à un point O. Une telle symétrie est une homothétie 
de centre O et de rapport — 1; c'est donc une bijection de E; (cf. 8 13. 7). Pour tout 
couple (A, B) de points de E, et leurs images respectives A' et B' nous avons : 


AB = — AB. 
Par suite : 
les | = l- a], 
soit : ls | — 1481} 
ou encore : 


d (A', B') = d (A, B). 
La distance euclidienne est donc conservée dans toute symétrie de centre O. Concluons : 


Théoràme. 
Toute symétrie par rapport à un point O dans E, est une isométrie de Es. 


b) Groupe des isométries de l'espace euclidien Es. 


Désignons par I l'ensemble des isométries de Es. Munissons cet ensemble de la compo- 


sition des applications. 
Soit i et i deux éléments de I. Posons : 
i r 
n s e e. 
A — A! ic A" 
B —— B' ———^ B". 
Nous avons : 


d[( o i) (A), @ o i) (B) = 4(A", B") = d (A', B) = d (A, B). 


L'application i'o i conserve donc les distances et puisque i et i sont des bijections, 
i' o i est une bijection (cf. 8 2. 3 c). Par suite, i' o i est une isométrie. La composition des 
applications est donc une loi interne définie sur I. 
La composition des applications est une loi associative. Elle posséde un élément neutre 
puisque idg, est une isométrie. Soit ^! l'application réciproque de l'isométrie i. Nous 
avons les schémas : 

HUB e o£ 

AnA 


B ———. B' 


m: E — E 
A i—+ À 


B' ——.B 
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et, puisque d (A', B^) = d (A, B), on en déduit quels que soient A! et B' 
d (A', B) = d (i^ (A^), i (B^). 


L'application ^? étant bijective et conservant la distance de ii 
T deux points, c'est i 
métrie de l'espace euclidien Es. Concluons : iicet 


Théorème. 


L'ensemble 1 des isométries de l'espace euclidien i positi 
applications est un groupe. nique cometen aee 


Ce groupe appelé groupe des isométries de l'espace euclidien E, n* commutati 
(cf. 8 16. 5c). do eis xy 


€) Images d'un segment, d'une demi-droite, d'une droite, d'un plan. 
Considérons une isométrie quelconque i, deux points distincts A et B et leurs images 
ado S et B' par i. La propriété D, de la distance implique A’ B'. Si M' est 
image par i, on démontrera, en utilisant la propriété de la di 
l'on a quel que soit M de E, : LLLA Teste 
M €[A,;B] —> M'E[A', B], 
M e[A, B) —> M'e[A', B), 
ME(A B) ——- M' c (A'B); 
de plus, i étant une bijection, quel que soit N', si on pose 1-1 (N) = N, ona : 
N' e[A', B'] =—> Ne[A, B], 
N'e[A', B) ——5 Ne[A, B), 
N'e(A'B) —> Ne(AB) 
Concluons : 


Théorème. 


Par toute isométrie de E, les images respectives d'un ^ 
y ii E segment, d'une demi-droi 
d'une droite sont un segment, une demi-droite, une droite. cote 


Considérons maintenant un plan défini par trois points A, B, C. Par tout point M de ce 
plan (ABC), on peut faire passer une droite (NQ) telle que N € (AB) et Q € (AC). Étant 
donnée une isométrie i, si M', N', Q' désignent les images respectives des points M, N, Q 
on a, quels que soient M, N, Q : S 

M e (NQ) =—> M'e(N'Q) 

NE(AB) ——> N' € (A'B') | => M' c (A'B'C). 

QE(AC) —— Q e(A'C) 


fig. 1 
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16. 3 


D'autre part, soit M; un point quelconque de (A'B'C)), et soit une droite passant par M' 
et coupant (A'B) en N; et (A'C') en Q;. L'application i étant une bijection, quels que 
soient M,, N}, Q; si l'on pose : 

PMM)-M, OND=N M= 


ona: 
Mi € (N;Q)) —— M, e N,Q) 
Nj e(A'B) —— N, € (AB) => M, e (ABC). 
Qi €(A'C) —— Q, € (AC) 
Concluons : 
Corollaire. 


Par toute isométrie de E,, l'image d'un plan est un plan. 


EXERCICES 

1. Démontrer que l'image par ; du demi-plan [AB, C) est le demi-plan [A'B', C^). 

2. Démontrer de méme que l'image d'un demi-espace par une isométrie est un demi- 
espace. 

3. On dit que M est invariant par une isométrie { de E, si i (M) = M. Démontrer que 
si A et B distincts sont invariants par i alors la droite (AB) est invariante point par 
point, Démontrer que si trois points distincts non alignés A, B, C sont invariants 
par i alors le plan (ABC) est invariant point par point. 

Que peut-on dire d'une isométrie de E, qui admet quatre points invariants A, B, C, D 
non coplanaires? 


ORTHOGONALITÉ DANS L'ESPACE EUCLIDIEN E, 


Droites perpendiculaires. 

Soient deux droites D (A, 2) et D’ (A', 1). Supposons que les vecteurs ù et soient 
orthogonaux. Alors 4 . ü' = 0. 

Considérons d'autres vecteurs directeurs respectifs de ces droites : 4a et i. On a : 


Ru, iy =X i, avec ^ et X nombres réels non nuls. Il en résulte que 
isi] — an (4. V), et par suite que w . W — O si et seulement si in . ij = 0. 


Théoràme et définition. 
Si un vecteur directeur d'une droite D est orthogonal à un vecteur directeur d'une 
droite D', alors tout vecteur directeur de D est orthogonal à tout vecteur directeur de D'. 
On dit alors que D est perpendiculaire à D' et on écrit : 

D 1 D'. 


On dit encore que D est orthogonale à D’. La relation D L D'est manifestement symé- 
trique, nous l'énoncerons : les droites D et D’ sont perpendiculaires (ou orthogonales). 


REMARQUE 
Certains auteurs réservent le terme de droites perpendiculaires au cas où ces droites 
sont coplanaires et perpendiculaires. Nous ne ferons pas cette distinction. 


Nous remarquons que la condition d’orthogonalité de deux droites ne porte que sur les 
vecteurs directeurs de ces droites, c'est-à-dire sur les directions des droites. Nous pouvons 
donc énoncer le résultat général suivant : 
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Théorème et définition. 


Si une droite D appartenant à une direction de droites à liculai 

une d est perpendiculaire à 
droite D’ appartenant à une direction de droites 3’, alors toute droite de 3 est CE die 
culaire à toute droite de 3°. On dit alors que les directions 3 et 3' sont orthogonales. 


On exprime cette propriété en disant que dans E; l'orthogonalit i mpa- 
gonalité des droites est 
tible avec le parallélisme des droites. a 
b) Droite et plan perpendiculaires. 
Soient D (A, 4) et P (B, &, 4) une droite et un plan de E, (u 0 et in, ią linéaire- 
ment indépendants); la droite vectorielle A (ù) et le plan vectoriel = (i, 4) sont 
orthogonaux (cf. § 14. 4) si tout vecteur v est orthogonal à tout vecteur de x; pour 
qu'il en soit ainsi il suffit que 4. 44, = 4. i = 0; cette étude nous ^ 
s ^ ; permet d'énoncer 
la définition et les propriétés suivantes. 
Définition. 


Une droite D (A, ù) et un plan P (B, à, ù) de E, sont perpendiculaires si et seulement 


si la droite vectorielle A (Ù) et le plan vectoriel x (ù, d; qui N i 
í j leur sont 
associés sont orthogonaux dans ê- ZEDREI aed Mens 


On dit aussi que la droite D et le plan P sont orthogonaux et on écrit : D L P. 
D 


A 
BÙ, = 
BÙ, 


fig. 2 


Les droites D, (B, 4) et D, (B, i) contenues dans P sont sécantes, i et 4, étant indépen- 

dants (fig. 2). D'autre part A (u) et m (44, i4) étant orthogonaux dans &, (7, in, da} est 

une base de & donc D (A, u) et P (B, in, i) sont sécants (cf. $ 13. 3). Concluons : 
Théoràme. 


La droite D et le plan P sont perpendiculaires si et seulement si la droit 

diculaire à toute droite de P. xis npa gu 
Pour qu'il en soit ainsi il suffit que D soit perpendiculaire à deux droites sécantes de P. 
Une droite et un plan perpendiculaires sont sécants. 


Soient deux droites parallèles D et D', on peut les définir par A € D, A' € D' et le méme 
vecteur u + 0; de méme deux plans parallèles P et P’ peuvent être définis par Bc P, 


B' c P' et le méme couple (in, i4) de vecteurs linéairement indépendants. 
Dans ces conditions si D et P sont perpendiculaires il en est de méme de D' et P’. 


Théoràme et définition. 
Si une droite D appartenant à une direction de droite 3 est perpendiculaire à un plan P 
appartenant à une direction de plan x, toute droite de à est perpendiculaire à tout plan 
de z. 

On dit alors que la direction de droite 3 et la direction de plan m sont orthogo- 
nales. 


On exprime cette propriété en disant que dans E, l'orthogonalité d'une droite et d'un 
plan est compatible avec le parallélisme. 

D'autre part on a vu au $ 14. 4 c que l'ensemble des vecteurs orthogonaux à une droite 
vectorielle A de & est un plan vectoriel = de & et que réciproquement l'ensemble des 
vecteurs orthogonaux à un plan vectoriel de & est une droite vectorielle À de ê d’où : 


Théorème. 
A toute direction de droite 3 de E, est associée une direction de plan unique 7 ortho- 
gonale à à, et à toute direction de plan 7 de E, est associée une direction de droite 
unique 3 orthogonale à r. 


Dans le plan euclidien E, à toute direction de droite 8 est associée une direction de droite 
unique 3' orthogonale à 8. Le théorème précédent montre que dans E; à toute direction 
de droite 3 de E, sont associées une infinité de directions de droite 3' de Ey : routes 
les directions de droite 3' parallèles à la direction de plan 7 orthogonale à 8. 

D'autre part le théoréme précédent nous donne les résultats suivants. 


Corollaire 1. 
Dans E, si une droite D est perpendiculaire Petau plan P’, alors P et P’ sont paral- 
léles. De même, si un plan P est perpendiculaire à une droite D et à une droite D', 
alors D et D' sont parallèles. 


Enfin le théorème précédent et les propriétés des droites et plans affines nous permettent 
d'énoncer : 


Corollaire 2. 
Pour toute droite D et tout point A de E, il passe par A un plan unique perpendiculaire 
à D. Pour tout plan P et tout point A de E, il passe par A une droite unique perpendi- 
culaire à P. 


Soit H l'intersection de la droite D et du plan P perpendiculaire à D passant par A 
(fig. 3); pour tout point M de D distinct de H on a dans le triangle rectangle AHM : 


d (A, M) > d (A, H). 


D 


fig. 3 
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Le nombre réel d (A, H), minimum de d (A, M) lorsque M décri distance 
du point A à la droite D. a a dii 


Soit de méme H l'iniersection du plan P et de la droite D perpendiculaire à P passant 


par A (fig. 4); ce point est appelé pied de la perpendiculaire i 
r rpendiculaire issue de A à P; 
point M de P distinct de H on a : d 


d (A, M) > d (A, H). 


Le nombre réel d (A, H), minimum de d (A, M) lorsque M décrit P, est appelé distance 
À 


fig. 4 
Exercices 
1. Soit O un point d'une droite D; démontrer que l’ i i 
i ; que l'ensemble des points des d , 
perpendiculaires en O à D est le plan P perpendiculaire en OR D. © | : 


2. Soient A un point et D une droite; r i it 
; quel est l'ensemble des points des droites passant 
Par A et orthogonales à D? (Introduire D, passant par A et parallèle à D) : 


€) Plans perpendiculaires. 


Définition. 


On dit qu'un plan P' est perpendiculaire à un i i 
q plan P si et seul ' conti 
une droite perpendiculaire à P. ei td 


Soit P' un plan passant par la droite D perpendiculaire à P en un point O de ce plan P 
(fig. 5). Le plan P' contient des points extérieurs à P : les points de D distincts de O; 


il contient O, il coupe donc P suivant une droite A. Menons dans le plan P la perpendi- 
culaire D' en O à A. La droite D est perpendiculaire à toutes les droites de P passant par O 
donc en particulier à D'. Il en résulte que D’ perpendiculaire à D et à A, droites sécantes 
de P’, est perpendiculaire à P'; donc P contient une perpendiculaire à P' : la relation « le 
plan P est perpendiculaire à P' » est donc symétrique. 


Concluons : 


Théorème et définition. 
Dans E, si le plan P est perpendiculaire au plan P', alors P' est perpendiculaire à P; 
on dit que P et P' sont perpendiculaires. 
Deux plans perpendiculaires sont sécants. 


On dit aussi que deux tels plans sont orthogonaux et on écrit P L P’. 
Soient deux plans parallèles P et P, et deux plans parallèles P' et Pj, si P et P' sont per- 
pendiculaires il est clair qu'il en est de méme de P, et P 


Théoràme et définition. 
Si un plan P appartenant à une direction de plan x est perpendiculaire à un plan P^ 
appartenant à une direction de plan =, tout plan de + est perpendiculaire à tout plan 
de z’. 

On dit alors que la direction de plan x et la direction de plan z' sont orthogo- 
nales. 


a ————_—_— 


On exprime cette propriété en disant que, dans Ej, l'orthogonalité de deux plans est com- 
patible avec le parallélisme. 
Remarquons qu'une direction de plan = étant donnée, il existe une infinité de directions 
de plan z' orthogonale à x : ce sont toutes les directions de plan x! parallèles à la direction 
de droite 8 orthogonale à r.. 


EXERCICE: 
3. Soient deux plans distincts P{ et Pj perpendiculaires à un méme plan P. Démontrer 
que P{ et P4 sont ou bien strictement parallèles ou bien sécants suivant une perpendi- 
culaire D à P. (Introduire les intersections respectives A, et A, de Pj et P; avec P). 


4. Soit P un plan et A un point; démontrer que les plans P' passant par A et perpendi- 
culaires à P ont une droite commune. 


d) Isométries de E, et orthogonalité dans Es. 


L'orthogonalité dans E; de deux droites, d'une droite et d'un plan, de deux plans s'expri- 
mant par la nullité de certains produits scalaires et toute isométrie conservant le produit 
scalaire, on peut énoncer : 


Théorème. 
Les images par toute isométrie de E, de 

deux droites perpendiculaires, 

d'une droite et d'un plan perpendiculaires, 

de deux plans perpendiculaires, 
sont respectivement deux droites perpendiculaires, une droite et un plan perpendicu- 
laires, deux plans perpendiculaires. 


On exprime ces résultats en disant que dans E, toute isométrie conserve l'orthogonalité 
des droites et des plans. 
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16.4 PROJECTIONS ORTHOGONALES 
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a) Projection orthogonale dans le plan euclidien E;. 


Nous savons (cf. cours de Seconde) qu'une projection ps sur la droite D de E, parallèle- 
ment à la direction de droite 3 de E, est orthogonale si et seulement si D est perpendicu- 
laire aux droites de 3. 

Soient deux axes xx de repère (0,7) et zz de repère (0, 1); on a ||| — || «|| 
Désignons par I et U les points tels que 


0-1  oj-. 


Soit « une détermination de (1, 4). Si M est un point de z'z et M' sa projection ortho- 
gonale sur x'x (fig. 6), désignons par OM la mesure algébrique de OM” relativement 
au repère (0,7) et par OM; la mesure algébrique de OM relativement au repère (0, 4). 


Rappelons que l'on a (cf. $ 15. 1 a) : 
OM? = OM; cos s. 


De même, si AB est un vecteur colinéaire à 4 et si A' et B' sont les projections orthogo- 
nales respectives de A et B sur xx’, ona : 


b) Projections orthogonales dans l'espace euclidien E;. 


On dit qu'une projection sur un plan P parallèlement à une droite D est orthogonale si et 
seulement si P est perpendiculaire à D : les projetantes de tous les points de l'espace 
sont alors des droites perpendiculaires au plan P. 


On dit de méme qu'une projection sur une droite D parallèlement à un plan P est orthogo- 
nale si et seulement si D est perpendiculaire à P : les plans projetants de tous les points 
de l'espace sont alors des plans perpendiculaires à D. 


Il en résulte qu'une projection orthogonale sur un plan P (resp. une droite D) est entière- 
ment déterminée par la donnée du plan P (resp. la droite D). 

Considérons deux droites A, et A, perpendiculaires et un plan P. Si aucune des droites A, 
et A, n'est perpendiculaire à P, elles se projettent orthogonalement sur P suivant deux 
droites A! et A4. Cherchons à quelle condition les droites A; et A; sont perpendiculaires. 
Prenons un point O dans P et considérons les droites D; et D, passant par O et parallèles 
respectivement à A, et As. Marquons A + O sur D, et B + O sur D}. Soient A' et B' les 
projections orthogonales respectives de A et B sur le plan P (fig. 7). Les droites (O, A) 
et (O, B) sont perpendiculaires, donc OÀ . OB = 0, et ne sont pas perpendiculaires à P. 
Les droites A et A; seront orthogonales si et seulement si (OA!) et (OB) le sont. 


OX.0B8 = (OX + A'A). (OB' + BB) 
= OX . OB. + A'A . BÐ, 


Nous avons 


car OX W.B — AR .OB' = 0. Dans la situation étudiée on a OA . OB = 0 et par 
conséquent 
OX.OB —0 <—> AA.BB-— 0. 
Les projetantes (A'A) et (B'B) sont parallèles donc 
AA.B'B— A'A.B'B 


par conséquent A'A . B/B = 0 si et seulement si A'A = 0 ou BB = 0. Or A'A = 0 
signifie que (OA) est dans P c'est-à-dire que A, est parallèle à P; concluons : 


Théoràme. 
Deux droites perpendiculaires de l'espace, non perpendiculaires ni l'une ni l'autre à 
un plan P, se projettent orthogonalement sur P suivant deux droites perpendiculaires 
si et seulement si l'une ou l'autre est parallèle à P. 
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16.5 SYMÉTRIES DANS L'ESPACE EUCLIDIEN E, 


a) Symétrie par rapport à un point. 


Nous avons démontré au $ 16. 2 a qu'une symétrie par rapport à un point O est une 
isométrie de E3. On dit que c'est une symétrie centrale de centre O; on la note so. 


b) Symétrie par rapport à un plan. 


Définition. 
On appelle symétrie par rapport à un plan P l'application de E, dans E, qui à tout 
point M de E, associe le point M' défini de la facon suivante : le point H étant le pied 
de la perpendiculaire issue de M à P on a 


HM' = — HM. 


Cette symétrie se notera sp. 

Si M' = s (M) on a M = s (M^); donc quel que soit M' de E; il existe M unique de E, 
tel que s (M) = M’ : toute symétrie par rapport à un plan est donc une bijection involu- 
tive. 

Remarquons que les seuls points invariants par sp sont les points de P. 

On a donc M # M' si et seulement si M n'appartient pas à P; dans ce cas P est le plan 
perpendiculaire à (MM^") au milieu du segment [M, M']; donnons la définition suivante : 


Définition. 


Étant donnés deux points distincts A et B de E, on appelle plan médiateur du seg- 
ment [A, B] le plan perpendiculaire à (AB) passant par le milieu de [A, B]. 


Donc si M ¢ P et si M' = sp (M) alors P est le plan médiateur de [M, M7]. 

Soit une droite A perpendiculaire à P et coupant P en H : la restriction de sp à la droite A 
et prenant ses valeurs dans A est, sur A, la symétrie par rapport à H; nous voyons ainsi 
que toute perpendiculaire à P est globalement invariante par sp. 

De méme soit un plan Q perpendiculaire à P, coupant P suivant la droite D : la restric- 
tion de sp au plan Q et prenant ses valeurs dans Q est, sur Q, la symétrie par rapport à 
la droite D; nous voyons ainsi que tout plan perpendiculaire à P est globalement invariant 
par Sp. 

Ces propriétés vont nous montrer facilement que toute symétrie par rapport à un plan 
est une isométrie de Es. Soient M et N deux points quelconques de Es, H et K leurs pro- 
jections orthogonales respectives sur P (fig. 8) et M' et N' leurs images respectives par sp. 


N 
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Si H Æ K, les points M, N, M’, N' sont dans le plan Q perpendiculaire à P et le coupant 
suivant D = (HK). Dans Q, sp se réduit à la symétrie sy du plan Q on a donc (cf. cours 
de Seconde) : 


4(M', N') = d (M, N). 
Si H — K les points M, N, M', N' appartiennent à la droite A perpendiculaire à P en H 


— MN, donc encore d (M', N’) = d (M, N). 
La symétrie sp étant bijective on peut conclure : 


Théorème. 
Toute symétrie par rapport à un plan est une isométrie de E, 


Tl en résulte que dans toute symétrie par rapport à un plan, les images d'un segment, 
d'une demi-droite, d'une droite, d'un plan sont respectivement un segment, une demi- 
droite, une droite, un plan. 


ExEROIOES 

1. Quel est l'ensemble F des points équidistants de deux points distincts A et B de Es? 

(On cherchera les points de F situés dans un plan passant par la droite (AB) et on 
appliquera l'exercice 1 du $ 16. 3). 


2. Trouver toutes les droites invariantes et tous les plans invariants par sp. 


€) Composée de deux symétries par rapport à deux plans P et P' parallèles. 
Si P = P' la composée sp O Spr, = sp; O sp est l'identité de Es. 
Soit deux plans strictement parallèles P et P'. Déterminons la composée des symétries 
par rapport à P et P’, soit sp; O 5p. 


Considérons un point M, son symétrique M, par rapport à P, puis le symétrique M' de 
M, par rapport à P' (fig. 9) On a : 


MM = MM; + MM 
2HM, +2M,H 
2HH. 


MM 


Le vecteur HH' est un vecteur fixe : c'est le vecteur orthogonal à la direction des plans 
P et P' et tel que fm? (P) = P". Par suite, le vecteur V = HH’ est fixe et : 


Sp O Sp = fj. 
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Théorème. 
La composée de deux symétries par rapport à deux plans parallèles P et P' est une 
translation dont le vecteur est le double du vecteur de la translation de direction ortho- 
gonale à celle des plans et qui transforme P en P’. 


Il est clair que. 
SOHO) 
comme V + Ô (P' + P), on a donc, P et P' étant strictement parallèles, 
Spr O Sp TÉ Sp O Spr. 
Ce contre exemple suffit à démontrer que le groupe I des isométries de Es (cf. $ 16. 2 b) 
n'est pas commutatif. 
EXEROIOE 


3. Soit Ÿ — AB un vecteur non nul; démontrer que, quel que soit le plan P perpendicu- 
laire à (AB), il existe un plan P’ parallèle à P unique tel que 


R= sp, O Sp 


d) Composée de deux symétries par rapport à deux plans P et P' perpendiculaires. Symétrie 


axiale de Es. 
Soient deux plans P et P’ perpendiculaires; ils se coupent suivant une droite D. Détermi- 
nons la composée sp; © Sp. 


x 


fig. 10 


Étant donné un point M posons (fig. 10) 
M,—s(M) e M 

Ona: M' = (sp 0 sg) (M). 

Soit A la perpendiculaire à P passant par M, elle coupe P en H; de méme la perpendi- 

culaire A’ à P' passant par M, coupe P' en H’. Ces droites A et A’ sécantes en M, déter- 

minent un plan Q. . 

La droite A perpendiculaire à P est perpendiculaire à toute droite de P en particulier à 

D =P n P'; de méme A' est perpendiculaire à D. Donc Q, contenant A et A' sécantes 


sp (M) 


et perpendiculaires à D, est perpendiculaire à D; par conséquent Q coupe D en un point 
que nous désignons par I. 

Si M n'appartient ni à P ni à P’, le quadrilatère IHM, H' est un rectangle véritable situé. 
dans le plan Q; dans ce plan on a : 


IW = IH' + H'M'; 


o — IH —HM,— —HM e HM = — HM, = — IH, donc 
M = — HM — IH = — IM; 


si M appartient seulement à P on a M — H — My, H' = I (faites la figure) et on a 
encore IM' = — IM; il en est de méme si M appartient seulement à P'. 

Enfin si M appartient à D = P n P' on a M' = M, = M’. 

Cette étude nous incite à poser la définition suivante : 


Définition. 
On appelle symétrie par rapport à une droite D l'application de E, dans E, qui à 
tout point M de E, associe le point M' défini de la maniére suivante : le plan passant 
par M et perpendiculaire à D coupant D en | on a : 


M = — iM. 


Cette symétrie appelée aussi symétrie axiale de l'espace euclidien E;, d'axe D, se note sp 
La définition montre que sp est une bijection involutive de E, sur lui-même. 

D'autre part les seuls points invariants pour sy sont les points de D. 

Enfin on peut remarquer que si M n'appartient pas à D, alors M' est tel que D soit la 
médiatrice de [M, M'] dans le plan défini par D et M. 

L'étude précédente montre que, les plans perpendiculaires P et P' se coupant suivant D, 
ona: Spi O Sp = BD. 


Théorème. 


La composée de deux symétries par rapport à deux plans perpendiculaires est la 
symétrie par rapport à leur droite d'intersection. 


D'autre part en posant M, = sp (M), M” = sp (Ma) 
on voit que M, M;, M” sont encore dans le plan Q perpendiculaire en I à D = P. P^ 
et que l'on a IM" = — IM donc, quel que soit M on a M’ = M", d'où 


Spr O Sp = Spi O Sp. 


Enfin il est évident que D étant une droite donnée de Es, quels que soient les plans P et P" 
perpendiculaires passant par D on a : 

Sp = Spr O Sp = Sp O Sp 
il en résulte que toute symétrie axiale sp de E, est une isométrie de E, (composée de deux 
isométries sp, sp). 


Théorème. 
Toute symétrie axiale de l'espace E,, est une isométrie de Es. 


L'image par sn d'un segment, d'une demi-droite, d'une droite, d'un plan sont respec- 
tivement un segment, une demi-droite, une droite, un plan. 


293 


Exercice 
4. Soit D une droite perpendiculaire en O à un plan P; e désigne l'application iden- 
tique de Ej; démontrer que (e, so, 5», Sp} muni de la composition des applications 

est un groupe. 


€) Éléments de symétrie d'une partie de E. 
Soit une partie F de l'espace Es. On dit que P est un plan de symétrie de F si et seulement 
si sp (F) = F. On dit que D est un axe de symétrie de F si et seulement si sp (F) = F 
et que O est un centre de symétrie de F si et seulement si sọ (F) = F. 


REMARQUE 
Si F = F, U F, et s (F) = 
ou (s(F) = F, et s (F) = 
cices 6 et 7 ci-dessous. 


il pourra arriver que l'on ait (s(F;) = F, et s(F;) = F;) 
1). Ces deux cas pourront se produire dans les exer- 


EXERCICES 

Déterminer les éléments de symétrie des parties suivantes F de Es. 

5. F est une droite, un segment [A, B] (A  B), un plan. 

6. F — DU D', D et D' étant deux droites strictement parallèles ou bien sécantes 
(distinguer les deux cas D et D' perpendiculaires ou non). 

7. F = P U P', P et P' étant deux plans strictement parallèles ou bien sécants (distin- 
guer les deux cas P et P^ perpendiculaires ou non). 

8. F — DU P, la droite D et le plan P étant perpendiculaires. 


II. Étude analytique du plan et 
de l'espace euclidiens 


16.6 REPÈRE ORTHONORMÉ DE E, DISTANCE DE DEUX POINTS 
a) Repère orthonormé de E;. 


Définition. 
On appelle repère orthonormé de l'espace euclidien E, tout repère (O, Å 7, K) tel que 
(7, 7. © soit une base orthonormée de l'espace vectoriel euclidien &, associé à Es. 


Si on pose (fig. 11) 
d-h o] œ-i 


Or-i; OJ = j, K 


fig. 11 


les trois droites (OD, (OJ), (OK) sont deux à deux perpendiculaires et 
d(O, I) = 4(0, J) = d (0, K) — 1. 


Les trois plans (OJK), (OKI), (OIJ) sont deux à deux perpendiculaires. 
Enfin chacune des droites (OD), (OJ), (OK) est perpendiculaire au plan des deux autres. 


b) Distance de deux points. 


Soient deux points M, et M, de coordonnées respectives (xy, Ya» 21) et (Xa a 22) dans un 
repére orthonormé on a : 


4(M, M) = MM ||; 
or 


MM, = OM, — OM, = (s — x) À + On — »9J + Ga — 22 5, 


, À) étant orthonormée on a (cf. § 14. 4 d) : 


donc, la base 


Laos, m = V 30s = x | 


€) Repère orthonormé de sens positif du plan euclidien Ep. 
Avant d'étudier le plan et la sphère en utilisant un repère orthonormé de Ey nous allons 
revenir sur l'étude de la droite et du cercle dans le plan euclidien, l'introduction des fonctions 
circulaires nous permettant de donner pour ces deux courbes des représentations analy- 
tiques très utiles. 
Dans cette étude nous supposerons que le repère orthonormé utilisé (O, 7, 7) est tel que 
(1,7) soit une base orthonormée de sens positif de 8, (cf. $ 14. 7) : on dit alors que le repère 
orthonormé (O, 7, 7) est de sens positif. 
Rappelons que si « est une détermination de l'angle des vecteurs non nuls v et Y de coor- 
données respectives (x, y) et (x^, y) on a : 

xv» ve xy — x" 7 
VO yt yv Mai yb ys 
La premiére de ces formules traduit l'égalité 


$9 = [sls I oos a. 


cos a = 


REMARQUE 
Cette dernière formule est valable dans l'espace : il suffit de se placer dans un plan 


vectoriel euclidien contenant v et v'; il n'est en effet pas nécessaire d'orienter ce 
plan pour définir cos (5, v). 


16. 7 DROITES DANS LE PLAN EUCLIDIEN E, ——————— 


a) Équation d’une droite dont on connaît un vecteur normal. 


Soit le plan euclidien E, rapporté au repère orthonormé (O, 7, 7). 
Caractérisons les points M d'une droite D passant par un point A (x, Yọ) et perpendicu- 


laire à un vecteur n (u, v) donné, non nul; on dit que n est normal à la droite D. 
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Pour qu'un point M (x, y) de E, appartienne à D, il faut et il suffit que les vecteurs non 


nuls AM et » soient orthogonaux ou que le vecteur AM soit nul, ce qui équivaut dans les 
deux cas à : 

AM.n=0, 
ou, à l'aide des coordonnées : — (v — xy u + O — yo) » = 0, 


soit encore : 


q ux + vy — (uxo + vy) = 0 | 


Inversement, soit une droite D d'équation : 
Q ux + vy + h =0. 
(u et v non tous deux nuls). 
Soit un point A (x, X) appartenant à cette droite. Ses coordonnées vérifient : 
Q) uxo + Vya + h — 0. 
De (2) et (3), on déduit : u (x — xy) + v(y — yə) = 0, ce qui exprime que le vecteur 
9 (u, v) est orthogonal au vecteur AM, quel que soit le point M de D : 
Théorème. 


Dans un repère orthonormé la droite d'équation ux + vy + ^ = O est orthogonale 
au vecteur n(u, v). 


Supposons le vecteur 7 (u, v) unitaire. Si le repère orthonormé (O, 7, 7) est de sens positif u 


et v sont respectivement cos « et sin «, a étant une détermination de l'angle ( 7, n). L'équa- 
tion (1) s'écrit alors 


[2] xcosa -+ ysin a -+ h = 


interprétons géométriquement A. 
Soit N le point tel que ON = 7, et soit H le point d'intersection de (ON) et D (fig. 12). 
Calculons OH sur l'axe de repère (O, 7). 


Pour cela, évaluons le produit scalaire 2. OH. On a : 
1.0H = ON.OH = OH 
quel qué soit M de D. 
= x cos a + y sin a. 
Pour tout point M de D, nous avons donc : 
x cos à + y sina = OH, 
= OH, en posant p = — h nous avons p = OH et l'équation de D 


x cos a + ysin a — p = 0 |- 


Théorème et définition. 


Dans tout repère orthonomé de sens positif (O, 7, 7), l'équation d'une droite D : 
x cos a + ysina — p = 0, 


et par suite : — 
s'écrit 


où a est une détermination de l'angle du vecteur / et du vecteur unitaire 7, normal à la 
droite, s'appelle équation normale de la droite D. 
Si M est la projection orthogonale de O sur D on a de plus : 


p = Oz. 


Condition de parallélisme ou d’orthogonalité de deux droites de Ep. 
Soient deux droites : 


D ux +vy +h 
D Oux+vy+# 


0, 
0. 


Les vecteurs 7 (u, v) et n' (u’, v’) sont des vecteurs normaux respectivement à D et D'. 
Les droites D et D' sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont linéai- 
rement dépendants; c'est-à-dire, pour toutes droites D et D’ de Ej, on a : 


u u 
D/D) < |, y 
MARQUE 


Nous avons déjà obtenu cette condition en géométrie affine (cf. cours de Seconde). 


Les droites D et D' sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont 
orthogonaux. Pour toutes droites D et D' de E;, on a donc : 


OLD) <> (h.m —0) <> (qw + v = 0) |: 


Distance d’un point à une droite. 


Soit une droite D définie, dans E, rapporté au repère orthonormé (O, i, j), par son équa- 
tion : 


ux + y h—0. 


Soit M, (xy, >) un point de E,. On se propose de calculer la distance du point M, à la 
droite D, soit d (Mọ, D). 
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EXERCICES 
1. Calculer la distance du point A (— 1, 3) à la droite d'équation : 
2x—3y+7=0. 
2. Déterminer l'ensemble des points M situés à la distance 2 4/2 de la droite d'équa- 
tion : 
x+y—1=0 


16. 8 CERCLES DU PLAN EUCLIDIEN E, 


a) Équation d’un cercle dont on connaît le centre et le rayon. 


Un point M de E; appartient au cercle C de centre o (a, b) et de rayon R si et seulement 
si sa distance à o est égale à R (fig. 14). Dans tout repère orthonormé le point M (x, y) 
appartient à ce cercle si et seulement si 


fig.13 (—a* + O — b}? = Rè @) 


Projetons orthogonalement le point M, en H, sur D (fig. 13), on a : 

d (Mo, D) = d (Mo, Ho). 
La distance des points M, et H, intervient dans le calcul du produit scalaire des vecteurs 
FoM, et ñ, où 7i désigne le vecteur normal à la droite D dont les coordonnées sont u et v. 
Posons ON = 7, les vecteurs HM, et ON étant linéairement dépendants on a (cf. $16. 1 a) 


ToM, à = HIM. ON = HIM; ON, 
d'où 
IBM -n| = daMe D) VF. [2 
D'autre part (cf. $ 14. 4 d) ona : 
TMS. a| = 1e — x) u + 0s — ») vl. 


si (x Y) désigne les coordonnées du point Hy. Ces coordonnées vérifient l'équation de D, fig. 14 
puisque H, est un point de D : 


ux, + wyi +h — 0. Cette relation, condition nécessaire et suffisante pour que M de coordonnées (x, y) dans un 
Donc: | repère orthonormé appartienne au cercle C de centre w (a, b) et de rayon R est appelée 
EM équation cartésienne du cercle C. 
[EM 8| = [uxo + vyo + Al e L'équation (1) est du second degré par rapport aux variables x et y. Si on la développe, 
De (5) et (6), on déduit : | on obtient : 
d (M, D) x VE TA = [ux + vyo + h), | x? + y? — 2ax — 2 by + a? + b — R? = 0. 
Lux, + vya + A] Elle ne contient donc pas de termes en xy et les coefficients de x? et y? sont égaux à 1. 
d(M, D) = clc o Réciproquement, toute équation de ce type est-elle l'équation d'un)cercle? 
EEG Cherchons quel est l'ensemble E des points M (x, y) dont les coordonnées vérifient l'équa- 
tion : 
Remarquons que lorsque D est donnée par son équation normale, ||} || — 1, et par suite 3493 —2ax—28y--1—0. Q 
ona: 
Quels que soient x, y, «, 8 et y réels, cette équation est équivalente aux suivantes : 
soit : d(M,, D) = [xy cos « + yo sin « — p | | (x —9*--( —8? —a? — + y=0, 
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Soit w le point de coordonnées (a, 8). Le premier membre de l'équation (3) représente le 
carré de la distance du point M au point o. Le second membre est une constante. D'où 
les deux cas : 


Premier cas : «+ 6? — y < 0. Aucun point M n’a des coordonnées vérifiant cette 
équation. E = Ø. 


Deuxième cas . a? + B? — y > 0. Les points M de E sont situés à la distance 
VAF deo. 


Ils décrivent le cercle C de centre c et de rayon p (qui peut être nul éventuellement, et 
dans ce cas, c'est un « cercle-point »). 

Pratiquement, lorsqu'on voudra déterminer l'ensemble E des points M (x, y) dont les 
coordonnées vérifient une équation du type (2), on mettra cette équation sous la forme (3) 
et on discutera directement la nature de E. 


EXEMPLES 
1. Déterminer l'ensemble E des points M (x, y) dont les coordonnées vérifient l'équa- 
tion : 
2x+2»#—3x+4y=0. 
Quels que soient x et y réels, cette équation est équivalente aux suivantes : 


4y*-irtipy-0 


-J +0+r-i 


Soit w le point de coordonnées È = Di L'équation exprime que : 
3 
d(o, M) = 7 

L'ensemble des points M est donc le cercle de centre w et de rayon 3. 


2. Déterminer l'ensemble E des points M (x, y) dont les coordonnées vérifient l'équa- 
tion : 
06b y! 2x+4y+6=0. 


On montrera facilement que cette équation peut s'écrire : 
GF D'-0-2*-—-1 
et que l'ensemble E est vide. 


b) Équation d'un cercle dont on connait un diamètre [M;, M]. 


Soit un cercle C de diamètre [M;, Ma] avec M; (xy i) et Ms (xs, Ya) dans un repère ortho- 
normé. 
Le point M (x, y) appartient à C si et seulement si 


MM, . MM, — 0, 


c'est-à-dire 


G— xD) @& — x) +6 —»D O — 7) = 0. 


Exercices 
Écrire l'équation des cercles suivants, trouver le centre et le rayon. 
1. Diamètre [O, A] avec A È - 3): 


2. Diamètre [A, B] avec A (a, 0) et B (0, b). 
3. Diamètre [M,, Mj] avec M, (1, — 3), Ma (— 5, 2). 


€) Puissance d'un point par rapport à un cercle. Disques associés à un cercle. 


Nous avons démontré en classe de Seconde que la puissance d'un point M, par rapport 
à un cercle C a pour valeur d? — R?, si d désigne la distance du point au centre du cercle 
et R le rayon du cercle. Nous poserons : 
Po (Mj) = d? — R°. 
Supposons que C soit donné par son équation f (x, y) = 0 
où 
LG») = (x — a + (y — b} — R°. 
Son centre est w (a, b) et son rayon R; on a donc : 
Po (M) = Gs — a)? + Oo — b} — R*. 

Par suite, pc (Ma) = f (xo Yo). 
Rappelons que l'on appelle disque ouvert D et disque fermé D' associés au cercle C de 
centre w et de rayon R les ensembles de points définis respectivement par 

D ={ME€E;,|d(v, M) < R}, 

D' = (MeE,| d (o, M) < R}. 


Nous avons donc pour tout point M (x, y) de E, : 
[po (M) —f(, 5) — 0) <> MEC, 
[pc (M) —f(, 9) <0] «—- (MED) 
Ipc (M) —/6,») 0] <—> (MeE— 


exercices 

4. Quelle est la puissance du point Mọ (1, — 2) par rapport au cercle d'équation 
22%+2»—-3x+4 0? 

5. Le cercle C étant donné que le nombre réel k quel est l’ensemble des points M 
du plan E, tels que po (M) = k? 

6. Soit C le cercle de diamètre [A, B]; démontrer que pour tout point M on a : 

MÁ . MB = po (M). 

7. Démontrer qu'un disque ouvert ou fermé est une partie convexe du plan euclidien Ez. 
(Pour D par exemple prendre M, # M, de D, considérer les points M' et M” 
communs à C et à la droite (M,M,) et montrer que tout point de [M,, M;] appar- 
tient à JM’, M" [donc à D). 


d) Représentation paramétrique d'un cercle. 
Soit C le cercle de centre o (a, b) et de rayon R (fig. 15). Désignons par « une détermi- 
nation de l'angle des vecteurs 7 et oM (le repère (O, į, j) étant orthonormé de sens positi 
le nombre x est aussi une détermination de l'angle des vecteurs / et u, u étant le vecteur 
unitaire de (oM) ayant méme sens que aM. On a donc : 


oM =R} 
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et les coordonnées de u sont cos « et sin x. Par suite pour tout point M (x, y) du cercle 
on peut écrire les relations équivalentes suivantes 


OM = Oo + oM = Oo + Ru, 
xl + yj = (ai + bj) + R (Ecos a + } sin a), 


a+R cos x 


e | b+R sin « 


exercice 
8. Démontrer que ces relations (P) définissent une bijection de [0, 2 [sur le cercle C. 
Nous dirons que les relations (P) constituent une représentation paramétrique du cercle C. 


€) Tangente en un point d’un cercle. 
Comme nous venons de le voir au sous-paragraphe d ci-dessus, à tout point M du 
cercle C de centre o et de rayon R, on peut associer le vecteur unitaire 4 tel que : 


UM = Ru (fig. 16). Dans le repère (o, 1, ) l'équation normale de la tangente en M au cercle 
C qui est perpendiculaire en M à (oM) est donc : 
X cosa + Y sin a — R —0, 


y 


fig. 16 
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16. 9 


donc dans le repère (O, 7, 7) elle est : 


(x — a) cos a + (y — b) sin a — R = 


PLANS DE L'ESPACE EUCLIDIEN E, 


Équation d'un plan passant par un point et de vecteur normal donné. 

L'espace euclidien E, est rapporté au repère orthonormé (O, i, j, k). Soit P le plan pas- 
sant par A (xy, Jy, zo) et orthogonal au vecteur non nul 7 (u, v, w); on dit que n est un 
vecteur normal à P. Pour que M (x, y, z) appartienne à P il faut et il suffit que les vecteurs 
AM et A soient orthogonaux ou que le vecteur AM soit nul, ce qui équivaut dans les deux 
cas à 


AM.n— 


ou, avec les coordonnées : 
(x — x) ut O — y) v+ €— z) w= 0, 


soit encore : 
ux + vy + wz — (uxo + Vo + wa) = a) 
Réciproquement, soit un plan P d'équation : 
ux + vy + wz+ h — 0. Q 
(u, v, w non tous nuls). 
Soit un point A (xo Yo zy) appartenant à P. Ses coordonnées vérifient : 
uxo + Vyo + Wzo + hi0. 8) 


De (2) et (3), on déduit : 
u (x —x) v — yo) + w (z — 2) 


0, 


ce qui exprime que le vecteur n (u, v, w) est orthogonal au vecteur AM, quel que soit le 
point M de P. 


Dans un repère orthonormé le plan d'équation ux + vy + wz + h = 0 est orthogonal 
au vecteur à (u, v, w). 


REMARQUES i 
1. Lorsque le vecteur normal 7 est unitaire, si l'on. désigne par a, B, y des détermina- 
tions des angles de n respectivement avec 1, J, k on a (cf. § 16. 6 c remarque). 
h h.k = cos y. 


Wo cosa, A.J = cos p, 


Or h 
l'équation du plan s'écrit alors 

x cos a + y cos B + z cos y + 4 = 0 
et les nombres cos a, cos B, cos y s'appellent les cosinus directeurs du vecteur uni- 


taire ñ. On a naturellement 
costa + cos? B + cos? y = 1. 


=u nj=v n 
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Soit N le point tel que ON = 7, et soit H le point d'intersection de (ON) et P (fig. 17). 
Calculons OH sur l'axe de repère (O, x), et pour cela, calculons le produit scalaire 
h. OH. On a pour tout point M de P 

5.0H = ON.OH: = OHz 


= cos a + y cos B + z cos y. 


Pour tout point M de P, nous avons donc : 

x cos a + y cos + z cos y = OH, 
L'équation du plan prend alors la forme 

x cos & + y cos B + z cos y — p = 0 


où p = OH;; elle est appelée équation normale du plan. 


b) Condition d'orthogonalité de deux plans. 
De la définition donnée au $ 16. 3 c, il résulte que deux plans P et P' sont perpendicu- 
laires si et seulement si leurs vecteurs normaux 7 et m sont orthogonaux. On le justi- 
fiera facilement, en posant AN = zi et AN’ = x, A étant un point de P  P' (fig. 18). 


p 


fig.18 


Par suite, quels que soient les plans P et P' de Es, si n et n’ désignent des vecteurs non nuls 


normaux respectivement à P et P’, ona : 
(iP) <> (nim) <> (nn = 0), 


soit, si hiu, vw) et m, vw): 


PLP) > (w + w + ww = 0) | 


c) Distance d’un point à un plan. 


L'espace euclidien E étant rapporté au repère orthonormé (0, * J, £) soit un plan P 


défini par son équation : 
ux + vy + wz - h 0. 


Soit Mo (xy, Yo» zo) un point de E;. On veut calculer la distance de ce point M, au plan P, 

soit d (My, P). 

Projetons orthogonalement M, en H sur P (fig. 19) on à : 
d (Mo, P) = d (Mo, Hj). 


fig. 19 


Nous utiliserons le méme principe de calcul qu'en géométrie plane (cf. $ 16. 7 c). 


Le vecteur A (u, v, w) est normal à P. Posons ON = 7, les vecteurs HoMe et ON étant 


linéairement dépendants on a (cf. § 16. 1 a): 
HM, -7 = HM, . ON = HM, ON, 
d'où 
|RM,.5| = daMe P) Vi F EF e 
D'autre part nous avons : 
Mon] = 1 Go — x) u + Oo — 99 Y 4- Go— 2) wb 


@) 


si (is y. z) désigne les coordonnées du point Hé. Ces coordonnées vérifient l'équation 


de P, puisque H, est un point de P : 
ux, + x + wa + h—0. 
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Par suite : 


Mp- n| = uxo + vr + wzo + h|. © 

De (4) et (5), on déduit : 
Mo P) x VE F EFW = | uxo + vy, + Wzo + h| 

soit : 

a,» = Ls 
REMARQUE 

2. Lorsque P est donné par son équation normale (cf. remarque 1 ci-dessus), || n || = 1, 
et par suite : 

4(M,, P) = [x cos « + y cos B + x cos y — p| |- 

exenoioEs 


1. Calculer la distance du point A (1, — 5, 4) au plan P d'équation : 
Sx—-3y+7z-1=0. 

2. Déterminer l'ensemble des points M situés à la distance 6 du plan d'équation : 
2x—-y+2z—-3=0. 


16. 10 SPHÈRES 
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a) Définition et équation d'une sphère. 
Définition. 


L'i ble des points de E, situés à une distance R d'un point fixe w est appelé sphère 
de centre w et de rayon R. 


Soit o (a, b, c) le centre d'une sphère S de rayon R. 
Dans tout repère orthonormé (O, 7, 3, k) le point M (x, y, z) appartient à cette sphère 


si et seulement si 
G@— 08 +o- + — 0) = RE |: [0] 


Cette relation, condition nécessaire et suffisante pour que M (x, y, z) appartienne à la 
sphère S de centre CO (a, b, c) et de rayon R est sppelée équation cartésienne de la 
sphère S. 
L'équation (1) est du second degré par rapport à l'ensemble des variables x, y, z; si on 
la développe on obtient 
xt y! zi— ax —2by —2cz 4b a+ b+ ©? — R — 9. 

Elle ne contient pas de termes en yz, zx, xy, et les coefficients de x*, y*, z* sont égaux à 1. 
Inversement, étant donnée une équation de ce type : 

++ z—2ax—28y—2yz+8—0. D 
on peut chercher l'ensemble F des points de E, dont les coordonnées vérifient cette équa- 
tion. En transformant cette équation, on obtient : 


G—9*' Fo EP + G— D stb pet © 


Si on appelle o le point de coordonnées (x, 8, y), le premier membre de cette équation 

représente le carré de la distance d'un point M (x, y, z) au point o. 

Premier cas «+ 8*-- y? — è < 0. Aucun point de E, ne vérifie l'équation donnée : 
F=ø. 

Deuxième cas : a? + 8? + y? — è > 0. L'équation donnée est celle d'une sphère de 

centre o et de rayon ya? F PF Y* — 8. 

Pratiquement, comme dans le cas du cercle, on écrira toute équation du type (2) sous la 


forme (3), pour trouver la nature de l'ensemble de points vérifiant une équation (2) 
donnée. 


Exercices 
Le repère étant orthonormé reconnaitre chacun des ensembles de points M (x, y, z) 
vérifiant : 


L +y +a 3y—2249—0. 
2 x+y +2 4y+5 =. 
3.2212)! 223 Ax -2y 62-9 —0. 


b) Intersection d'une sphère et d'une droite, 
Soit S une sphère de centre o, de rayon R et une droite D; cherchons l'intersection 
S A D de la sphère et de la droite. 
Désignons par P le plan passant par o et perpendiculaire à D, il coupe D en H (fig. 20). 
Si MeSn D le triangle oHM est rectangle en M; on a donc (théorème de PYTHAGORE) : 
HM? = oM? — oH? = R? — d, 
en désignant par d la distance du centre w de S à la droite D. 


2 


Premier cas. d < R. On a Sn D = (M', M^), les points M’ et M" étant tels que 
HM'— —HM' et d(H, M) = d(H, M") = A/RE Ë 
Ces points sont donc symétriques par rapport au plan P. On dit que D et S sont sécantes. 


Deuxième cas : d = R. On a S N D = {M}. On dit que la droite D est tangente en M à la 
sphère S. Dans ce cas on a H — M, donc toute tangente en M est perpendiculaire en M 
au rayon [o, M]. 


fig. 20 
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Troisième cas : d> R. On a S N D = 2, on dit que D est extérieure à la sphère S. 
Considérons un plan P passant par le centre o de la sphére S, un tel plan est appelé plan 
diamétral de la sphère S. L'étude précédente montre que toute droite D perpendiculaire 
à P telle que d (o, D) < R coupe la sphère S en deux points distincts ou confondus 
symétriques par rapport à P : 


Tout plan diamétral d'une sphère est un plan de symétrie de cette sphère. 


Considérons une droite D passant par le centre w de la sphère S; cette droite coupe la 
sphére en deux points M' et M" tels que 


&©M'=— M" 


donc symétriques par rapport au centre o : 


Le centre d'une sphère est centre de symétrie de cette sphère. 


Tout segment tel que [M', M"] est appelé diamètre de la sphère. 


©) Intersection d'une sphère et d'un plan. 
Soient S une sphère de centre o, de rayon R et un plan P; cherchons l'intersection S n P 
de la sphére et du plan. 
Désignons par D la droite passant par « et perpendiculaire à P, elle coupe P en H (fig. 21). 
Si M €S n P le triangle oHM est rectangle en M; on a donc : 
HM? = oM? — oH? = R? — d? 


en désignant par d la distance du centre w au plan P. 


fig. 21 


Premier cas : d < R. L'ensemble SN P est l'ensemble des points du plan P tels que 
d(H, M) =VR — d?*; c'est un cercle du plan P de centre H pied de la perpendiculaire D 
abaissée du centre o de la sphère sur P : on dit que c'est un cercle d'axe D. On dit aussi 
dans ce cas que S et P sont sécants. 


Deuxième cas d= R. On a SN P = {M}; on dit que le plan P est tangent à la sphère 
au point M. Dans ce cas H — M donc 


Le plan tangent en M à une sphère de centre «o est le plan perpendiculaire en M au 
rayon [w, M]. 


On voit que le plan tangent en M est la réunion des tangentes en M à la sphère 
(cf. $ 16. 3 b, exercice 1). 


Troisième cas : d > R. On a S n P = c ; on dit que le plan P est extérieur à la sphère S. 
Considérons une droite D passant par le centre o de la sphère S. L'étude précédente 
montre que tout plan P tel que d (o, P) < R coupe la sphère S suivant un cercle C (qui 
peut étre de rayon nul) et qui admet D pour axe de symétrie donc si M' appartient à C, 
donc à S, son symétrique M" par rapport à D appartient à C donc à S : 


Toute droite passant par le centre d'une sphère est un axe de symétrie de cette sphère. 


4. Soient M, et M, deux points de E, démontrer que l'ensemble des points M de E, 
tels que 
MM, . MM, = 0 

est une sphère de diamètre [M,, Mi]. (On introduira o milieu de (M, Mj]). Donner 
l'équation de cette sphère connaissant les coordonnées (x, Xy, 2) de M; et (xs Ya 23) 
de Ms. 

On donne la sphère S d'équation x*-- y? + z* — R? = 0 dans un repère ortho- 
normé et le point M, (xo, Yo Z) de cette sphère (donc xj + y3 + zi — R? = 0) 
montrer que l'équation du plan tangent en M, à S est 


xx Ya + 207 — R'-0. 


d) Puissance d'un point par rapport à une sphère. Boules associées à une sphère. 


Soit une sphère S de centre w et de rayon R. Considérons une droite passant par Mo 
et coupant la sphère en M’ et M". Il existe au moins un plan P contenant Mọ, M', M", 
et o; ce plan coupe la sphère S suivant un cercle C de centre o et de rayon R et on a : 


MM’. M;M* = Mou? — R? 
ce nombre réel indépendant de la sécante à la sphère issue de M, est appelée puissance 
de M, par rapport à S, il est noté ps (Mj); si d = d (o, Mọ) on a : 
Ps (Mo) = d* — R?. 
Si S a pour centre o (a, b, c) son équation s'écrit f (x, y, z) = 0 où 
SnD — ( — af O — b*- G — o* — R*. 
On a donc pour M (xy, Jo, Zo) 
Ps (Mo) = (x, — a}? +o — b) + (Zo — €)? — R* 
donc 
Ps (Mo) = f Go, Yo» 29). 
Nous allons interpréter le signe de ps (M) à l'aide des boules associées à la sphère S. 


309 


310 


Définition. 
On appelle boule ouverte B et boule fermée B’ associées à la sphère S de centre w 
et de rayon R les ensembles de points définis par 

B -(MeE, |d(o, M) < R} 

B' = (M € E, | d(o, M) < R}. 


On dit aussi que w et R sont respectivement le centre et le rayon des boules B et B'. 
Nous avons donc pour tout point M (x, y, z) de E, : 


7. La sphère S étant donnée ainsi que le nombre réel k, quel est l'ensemble des points M 
de E, tels que py (M) = k? 


8. Soit S la sphère de diamètre [A, BJ; démontrer que pour tout point de E, on a : 
MÁ.MB = ps (M). 


9. Démontrer qu'une boule ouverte ou fermée est une partie convexe de E, (cf. $16.8 
exercice 7). 


= 


EXERCICES 


Équations de droites dans E, : 1 à 4. 11 et 12. 
Distance d’un point à une droite dans E, : 5 à 10. 
Équations de cercles : 13 à 24. 

Intersection d'une droite et d'un cercle : 25 à 28. 
Problèmes relatifs au cercle : 
Définition géométrique de la parabole : 45. 

Cercles tangents à une parabole ou une hyperbole : 46-47. 

Produit scalaire dans E, : 48 à 50. 

Équations de plans et droites : 51 à 56. 

Distance d'un point a un plan et d'un point a une droite : 57 à 61. 

Équations de sphéres : 62 à 68. 

Problémes divers de géométrie dans l'espace : 69 à 94. 

Le sujet d'étude 95 est consacré à l'étude de normes et de distances non euclidiennes. 
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Dans le plan euclidien E,, écrire les équations des droites passant par le point A et de vecteur 
normal n (ex. 1 et 2). 


h (3, — V2. 


h [5 3} 


Dans le plan euclidien E, écrire l'équation d'une droite passant par un point A et perpendiculaire 
à une droite donnée D (ex. 3 et 4). 


af-32 D: 


acato n: 


A(, — 3), 


A (0, 4), 


Calculer la distance du point À à la droite D de E, (ex. 5 à 8). 
A(— 1,3) D:x+2y—-5=0. 


AG—2 D: 


—x+y+4 
1 
A È 3) D 


Er 


o 


Dans le plan euclidien Es, rapporté à un repère orthonormé (0, 1, j), on considère les droites D et 
D’. Écrire les équations des bissectrices de l'angle formé par ces droites (ex. 9 et 10). 


D :3x—4yt- 5-0, 


1610 D :x—2y+1=0, 
D':x+y—2=0. D j 


13x+y—4 


Dans le plan euclidien Es, rapporté a un repère orthonormé (0, i, j ) ; ondonne trois points A, B, C. 
a) Ecrire les équations des hauteurs du triangle ABC. Vérifier qu'elles sont concourantes. 

b) Écrire les équations des médiatrices des segments [A, B]* [A, C], [B, C], Vérifier qu'elles sont 
concourantes (ex. 11 et 12). 

A(,—2, BG,2, C(-5, 4. 

AQ,D, BC-20, C(4,4). 


Dans le plan euclidien Es, déterminer les équations des cercles C satisfaisant aux conditions 
indiquées (ex. 13 à 18). 


C passe par A (2, — 1), a pour centre o (— 1, 2). 
C passe par A (2,0), B(1,3, C(—2,5. 
C passe par A (1, 5), B (3, — 1), est tangent à la droite D d'équation y = 2. 


C passe par A (— 2, 4) et est tangent aux droites d'équations y — 1 et 


C passe par A (0, 2), B (— 1, 0) et est tangent à la droite D d'équation x + y — 
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1621 


1625 


1626 


1627 
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16.29 


1631 


C a pour diamètre [A, B] avec A (— 1, + 4) et B(+ 3, — 4). 


Déterminer la nature de l'ensemble des points M dont l'équation dans le plan euclidien E, rapporté 
à un repère orthonormé (O, 1, ÿ) est donnée (ex. 19 à 24). 


#+P—2y=0; 1622 x! + y! — 12x + 8—0; 


Xp2xBy-3y4l 


1623 x+  y'à2x€7 


2% —3x+2# —7y=0; 1624 33-3! +x+y+9= 


Étudier l'intersection du cercle C et de la droite D dont les é ic dans lan lidie: 
Y f 
sont données (ex. 25 à 28). PAUL ADDE 


Cid +- x-y D:3x+4y—3=0. 


Cis Fy-2x—8y1-20 D:x—2y-1 


QEON AX EN D:x+y=0. 


Cis Ry—x—y-1-0 D:2x-4y—5-0. 


Es donne, dans le plan euclidien E, rapporté à un repère orthonormé (0, 7j), le cercle C d'équa- 


x By Axtly— 
2 Déterminer son centre et son rayon. 

) Déterminer les points d'intersection de C avec l'axe x'x et écrire k i 
ONE ire les équations des tangentes 
©) Ecrire les équations des tangentes à C dont le vecteur directeur est 4 (2, — 1). Détermi 
les coordonnées des points de contact de ces tangentes avec C. TUAE 8 


d) Ecrire les équations es tangentes à C issues du point A (6, 1). Déterminer | nnécs 
des points de contact de ces tangentes avec C. e Se 


On considère la famille F des cercles C,, qui, dans un plan rapporté à un repère orthonormé 
(o, 1,7), ont pour équation : 

xp! — 2 (m + 2) x + 4 my — 1 
(m représente un paramètre réel). 


2) Quel et l'ensemble des centres de ces cercles, lorsque m prend toutes es valeurs possibles? 
montrer que, quel que soit m, C,, passe par deux points fixes A i 

D Démentre qo C,, passe par deux point et B, dont on déterminera 

à) Soit P un point quelconque de la droite AB. Calculer la puissance de P màn 

quelconque des cercles de F. Que peut-on en conclure? : a 
Écrire l'équation du cercle C de diamètre AB. Vérifier qu'il appartient à 

valeur de m correspondante? Fs Pa AAD 0 

€) Déterminer les cercles de F qui sont tangents à la droite D d'équation : y — x + 3 = 0. 

Indiquer les coordonnées des points de contact de ces cercles avec D. 


0. 


Soit la famille F de cercles C,, dont l'équation, dans un plan rapporté à un repère ortho- 
normé (O, i, j), est : 


+ —-2(Gm+lx-2(1-my+m+3=0. 
(m représente un paramètre réel). 
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a) Quelles sont les valeurs de m pour lesquelles l'équation précédente est l'équation d'un cercle? 
Quel est l'ensemble des centres de ces cercles lorsque m prend toutes les valeurs possibles? 
b) Démontrer qu'il existe dans F des cercles dont le rayon est nul. Déterminer leurs centres 
respectifs I et J. 

©) Écrire l'équation de D, médiatrice de [I, J]. Soit P le point de D dont l'abscisse est égale à i 
La droite A de coefficient directeur 2 passant par P coupe Cm, pour certaines valeurs de m, 
en M' et M". Démontrer que M' et M” restent conjugués harmoniques par rapport à deux 
points fixes A et B lorsque m varie en prenant toutes les valeurs possibles. 

d) Déterminer les cercles de F qui sont tangents à A. On indiquera les coordonnées des points 
de contact de ces cercles avec A. 

On considère les cercles C,, dont les équations, dans un plan rapporté à un repère orthonormé 
(o, à }), sont : 


xt 2mx+ y! (m+2)y —3m— 
où m désigne un paramètre réel. 
a) Quel est l'ensemble D des centres des cercles C,, lorsque m décrit R ? 
b) Démontrer que, quel que soit m, les cercles C, passent par deux points fixes A et B. Quelle 
est l'équation de la droite AB? Démontrer que D ct (AB) sont orthogonales. 
c) Combien passe-t-il de cercles Cm par chaque point du plan? Discuter. 


Soit le cercle C, qui, dans un plan rapporté à un repère orthonormé (0, J), a pour équation : 
x y -21xe4y-5-0. 

a) Déterminer le centre et le rayon de ce cercle. 

b) Trouver analytiquement l'ensemble des milieux des cordes passant par O. Justifier géomé- 

triquement le résultat trouvé. 

©) Trouver analytiquement l'ensemble des milieux des cordes parallèles à la droite d'équa- 

tion : y + 3x = 0. Vérifier le résultat géométriquement. 


Même problème que le précédent, mais avec le cercle d'équation : 
xy —6x—4yt 8-0, 


et, à la question c), la droite d'équation : y + 2x = 0. 


On considère, dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, į, }), les cercles C, d'équa- 
tions : 

34 yf — 2n — 2y (0 + D + MD + Em Dg, 
a) Quel est l'ensemble des centres de ces cercles lorsque m décrit IR? 
b) Démontrer qu'il existe une droite tangente à tous les cercles Cu. 


On considère, dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, 1, }), les cercles C,, d'équa- 
tions : 
a 
atram- 2m + DE myo, 


où m désigne un paramètre réel. 

a) Quel est l'ensemble des centres de ces cercles lorsque m décrit IR ? 

b) Démontrer que tous ces cercles sont tangents à deux droites indépendantes de m dont on 
déterminera les équations. 

c) Déterminer les cercles C,, tangents à la droite d'équation : y + x — 2 = 0. 


On considère les cercles C,, d'équations : 
xtd y! — 2 mx — 2 my + 2m — 1 = 0, 
où m désigne un paramètre réel. 


Ils sont représentés dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, 
a) Quel est l'ensemble des centres de ces cercles, lorsque m décrit R ? 
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b) Démontrer qu'ils passent par un point fixe lorsque m vari: 
€) Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de points 
Représenter ceux des cercles qui sont tangents à l'axe x'x. 
d) Démontrer que la réunion des cercles Cp, lorsque m décrit IR, admet un axe de symétrie. 


section de Cp avec l'axe x/x. 


a) Soit la fonction f définie par : 


2QSX-x-43 
109 = 


Étudier cette fonction et la représenter graphiquement dans un plan rapporté à un système 
d'axes orthonormés (O, 7, 5). 

b) Les points représentatifs des extremums de f se projettent orthogonalement sur l'axe xx 
en A et B. On coupe la courbe représentative C de f par une droite D d'équation y = k, où k 
désigne un nombre réel variable. Pour certaines valeurs de k, que l'on précisera, Cet D ont 
deux points communs M' et M" qui se projettent orthogonalement sur xx en P'et P”. Démon- 
trer que les points A, B, P', P^ forment une division harmonique. 

© Écrire l'équation du cercle de diamètre PP”. Quelle est la puissance du point I (7, 0) par 
rapport à l'un quelconque de ces cercles? Quelle est la puissance du point N (7, ,) (y € R) 
par rapport à l'un quelconque de ces cercles? Que peut-on en conclure? si 


Soit la courbe C, qui, dans un plan rapporté à un repère orthonormé (0, j), a pour équa- 
ion : 


xy -2x-4y-4-0. 


a) Quelles sont la nature et les caractéristiques géométriques de C? 
b) Une droite D de coefficient directeur k passe par A (4, 0). Pour quelles valeurs réelles de k 
coupe-t-elle C? 


€) Quel est l'ensemble des conjugués harmoniques de A par rapport aux points d'intersection, 
lorsqu'ils existent, de C et D? (On suppose que k varie en prenant toutes les valeurs possibles). 


On donne l'équation du second degré E,,,, où £ représente l'inconnue : 
BH 26 + 4) 1 — O8 + 2x + 4) = 05 
x et y sont deux paramètres réels. 
A chaque équation E, , on associe le point M (x, y) du plan euclidien Es, rapporté au repère 
orthonormé (O, 7, j). 
a) Discuter, suivant la position du point M dans le plan, l'existence des racines de 
l'équation E, . La courbe intervenant dans cette discussion sera appelée P’. 
à Qui i i eme] r ' des points M de E, tels que E, admette au moins une racine nulle? 
€) Discuter, suivant la position de M dans E,, le signe des racines de l'équation E, ,- 


d) Quel est l'ensemble T', des points du plan pour lesquels E, , admet 1 i 
une valeur réelle donnée). EE MET DEL S 


Étudier la nature de T», suivant la valeur de fọ, ainsi que la position relative de T, et T. 
€) On se propose de résoudre l'équation en 0 : 


cost 0 + 2(x + 4) cos 0 — (y? + 2 x + 4) = 0. 
Discuter, suivant la position de M dans le plan, le nombre de racines de cette équation qui 
vérfient : 0< 0 < F 


Soit l'équation Epy : 
(x—09-20—31:—x—1-0, 
où t désigne l'inconnue réelle, et où x et y sont deux paramètres réels. 
A chaque équation E,,„ on associe un point M (x, y) d'un plan P rapporté à un repère ortho- 
normé (o, 1,7). 


a) Discuter l'existence et le signe des racines de l'équation d. suivant la positi. i 
2 ra 'éqi lonnée, position du point. 
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b) Quel est l'ensemble des points M du plan P tels que : 
t'<i<t#"<3? 
(t" et t” désignent les racines, lorsqu'elles existent, de l'équation E, ,). 
c) Quel est l'ensemble des points M du plan P tels que : 
-1«r«rt c2 


Soit l'équation E, : 

n-20—D0r—x 2-0, 
où t désigne l'inconnue réelle, et où x et y sont deux paramètres réels. 
A chaque équation E,,, on associe un point M d'un plan P rapporté à un repère ortho- 
normé (0, i, j). 
a) Discuter l'existence des racines de l'équation donnée, suivant la position du point M dans 
le plan P. 
b) Quel est le signe des racines de l'équation donnée, suivant la position du point M dans le 
plan P? 
©) Quelle est la position des nombres — 1 et + 1 par rapport aux racines de l'équation donnée, 
suivant la position du point M dans P? 
(On fera une figure soignée, distincte de celle utilisée à la question b. On étudiera la position 
des courbes utilisées les unes par rapport aux autres, la symétrie éventuelle). 


Soit la courbe C d'équation : 
xt-4x—6y4li-0; 


on la représente dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, 7, J). 

a) Quelle est la nature de C et ses caractéristiques géométriques? 

b) On considère la droite Dm, de coefficient directeur m, passant par le point A (1, 0). Discuter 
le nombre de points d'intersection de D et C, suivant les valeurs de m. 

c) Lorsqu'il existe deux points d'intersection de D,, et C, distincts ou confondus, M' et M", 
on appelle P le conjugué harmonique de A par rapport à ces points. Quel est l'ensemble des 
points P lorsque m varie? 


On donne un repère orthonormé d'axes x Ox, y'Oy et le cercle C dont le centre est le point A 
de coordonnées (x = 1, y = 1) et dont le rayon est l'unité de longueur. P désigne un point 
variable de l'axe x'Ox et Q un point variable de y'Oy. On pose : OP = u, OQ = v (uet v sont 
tous deux différents de zéro). 

a) Former l'équation de la droite (PQ) et calculer la distance du point A à cette droite en fonc- 
tion des paramètres u et v. Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la 
droite (PQ) soit tangente au cercle C est : 

[o] uy — 2(u- ») - 20. 


b) On suppose, dans toute la suite, que u et v vérifient la relation (1). On désigne par M le 
milieu du segment [P, Q] et par F le symétrique de O par rapport à A. 

1. Calculer les longueurs OM et FM en fonction de u seulement. On montrera que ces lon- 
gueurs peuvent s'exprimer par des fractions rationnelles de v. Calculer MO — MF. 

2. Calculer le périmètre du triangle OPQ en fonction de u. 

3. Étudier la variation de la fonction f de la variable réelle u définie, pour u + 2, par : 


NT u—1|, | 202 
:-f0)-l|u2[7—35|*|——z— 


Construire la courbe représentative de f, en utilisant un repère orthonormé d'axes Ou, Oz, 
l'unité sur chacun des axes étant le centimètre. 
c) Étant données deux droites, (P¿Qo) et (P,Q;), de la famille étudiée, trouver la relation entre uo 
et u, nécessaire et suffisante pour que les quatre points Ps, Qo, P, et Q soient sur un même 
cercle. Un point P, étant donné sur x'x, combien lui correspond-il de droites P,Q, dans la 
disposition précédente? 

(Bac. Math. élém. Lille 1967.) 
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Dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, į, 7), soit J (a, 4 a), a étant réel et stricte- 
ment positif. 

a) Écrire l'équation du cercle C de centre J et de rayon 5 a. Calculer les coordonnées des 
points, A et B, où C coupe x/Ox et la puissance, p, de O par rapport à C. Un point M (x, ») 


décrit C; on pose 9 = (Ox, JM). Calculer, en fonction de a et q les coordonnées de M. Former 
l'équation de la tangente en M à C. En général, cette tangente coupe x'Ox en un point, T, 
dont on demande de calculer l'abscisse, xs, en fonction de a et 9. En déduire l'expression 


=% i =} 
Z= Z en fonction de 1 = tg 


b) Étudier la fonction Z = f (r) et tracer sa courbe représentative (T), dans un plan rapporté 
à un repère orthonormé, t'at, Z'uZ. Résoudre graphiquement l'équation 
(4+ m)? + 81+ 6— m=O, 
dans laquelle 1 est l'inconnue et m un paramètre. Discuter suivant les valeurs de m. Expliquer 
géométriquement les résultats obtenus. 
(Bac. Math. Kmer, 1967, extrait.) 


Dans le plan euclidien E, rapporté à un repère orthonormé (O, 7, ), on considère le point F (6, 1) 
et la droite D d'équation : y = 3. Déterminer par son équation l'ensemble des points équidis- 
tants du point F et de la droite D. Représenter cet ensemble de points. 

Plus généralement, déterminer l'équation de l'ensemble des points équidistants d'un point 
donné F (xy, 3) et d'une droite d'équation y = y, + p (où p désigne un nombre réel non nul 
donné). 

Que peut-on dire de la courbe d'équation : y = x*? de la courbe d'équation : y = ax*? des 
courbes représentatives des fonctions trinômes du second degré? 


On considère, dans un plan rapporté à un repère orthonormé (O, 7, }), la parabole P d'équa- 
tion y= Eu 


a) Écrire l'équation d'un cercle C tangent en O à P. (On rappelle que deux courbes sont tan- 
gentes en un point si elles admettent la méme droite tangente en ce point.) 

Déterminer l'ensemble des points d'intersection de C et P. Discuter. 
b) Traiter la méme question au point A de la parabole d'abscisse x, 


Même exercice que le précédent avec l'hyperbole d'équation : y = > pour les points A (1, 1) 


eB È 2). Faite Une Sipiro: 


E, étant l'espace affine associé à l'espace vectoriel euclidien & et rapporté à une base orthonor- 
mée, calculer AB. AC (ex. 48 et 49) : 


A(1, — 1,2) 1649 AQ, — 1,0) 
B(1,3,4) B(—1,3,7) 
cQ05-3 C€(,0,— 1). 


E, étant l'espace affine associé à l'espace vectoriel euclidien & et rapporté à une base ortho- 
normée, on considère les points A @, 2, — 3), B (2, 0, — 1), C (— 1, 4, 0). Déterminer à pour 
que ABC soit un triangle rectangle. 


Dans l'espace euclidien E, rapporté à un repère orthonormé (O, 7, ÿ, E), écrire les équations des 
plans P vérifiant des conditions données (ex. 51 à 54). 


P passe par A (1, 2, — 3) et a pour vecteur normal 1 (1, — 1, — 2). 
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P passe par A (— 1, 2, 1) et est perpendiculaire à la droite D : 


N E e TIUS 


P passe par A (1, 2, — 3), B (0, 1, 2) et est perpendiculaire à P' : x + y+ z — 1 


P passe par A (0, 1, — 2) et est perpendiculaire à P' et P” : 
P :x—2y+3z—4=0 
P:x+y-s+1 


Dans l'espace euclidien E, rapporté à un repère orthonormé (O, 1, j, k), écrire les équations des 
droites D vérifiant des conditions données (ex. 55 et 56). 


D passe par A (1, — 3, + 5), et est perpendiculaire à P : x — y — 


D passe par A (1, 2, 1) et est perpendiculaire aux droites D’ et D” : 


Soit la droite D de l'espace euclidien E, définie par : 
| x+y+z=6 
|3x42y—5z—4. 
a) Démontrer que les deux plans à l'aide desquels la droite D est définie sont perpendicu- 
laires. 
b) Calculer la distance du point A (1, 2, — 3) à la droite D. 


Soit la droite D de l'espace euclidien E, définie par : 
4x—6y+3z— 
—x+2y+3z- 


a) On pose f (x, y, z) 

go »2- 
Démontrer que l'équation : 

af(x y, z) + bg (x, y, 2) —0, 

où a et b sont deux nombres réels non simultanément nuls, est celle d’un plan contenant la 
droite D. 
b) Déterminer un couple (a, b) tel que le plan P soit perpendiculaire au plan d'équation 
1x, y, z) = 0. En déduire la valeur de la distance du point A (8, 5, — 4) à la droite D. 


Soit la droite D définie, dans l'espace euclidien E, par les équations : 


x-3—2k, 
y-24 35k, 
2—itk 


Calculer la distance du point A (— 5, + 4, — 2) à cette droite D. 


Soit deux plans P, et P, de l'espace euclidien E, donnés par leurs équations : 
P: 3x—4yti 
P: $x—2y—3z44-0. 

Déterminer l'ensemble des points équidistants de P, et P}. On trouvera deux plans P; et P4 

qu'on appelle « plans bissecteurs » de P, et P,. On vérifiera que ces deux plans sont perpen- 
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Même exercice avec : 


P: Sx+y—32+ 
Ps: 2x—3ydi— 


Dans l'espace euclidien E rapporté à un repère orthonormé (O, 1, j, k), écrire les équations des 
sphères S vérifiant des conditions données (ex. 62 à 64). 


S a pour centre o (1, —, 1, 1) et pour rayon 3. 


S a pour diamètre [A, B], avec A (2, 3, 4) et B(— 1, + 2, — 3). 


S passe par A (1, — 
y-5. 


— 4), par B (0, 3, 0) et est tangente aux plans d'équation x = 3 et 


Dans l'espace euclidien rapporté à un repère orthonormé (O, 1, j, k), déterminer la nature de 
l'ensemble des points dont les coordonnées vérifient une équation donnée (ex. 65 à 68). 


xb yii —-2x—4y-6z-0. 


XR ST x-3yr$:—1 


xp yp P xt yr d0-0. 
231 29 E22 — 5y 135 0. 
On dit qu'un parallélépipéde ABCDA'B'C'D' est rectangle si et seulement si les droites (AB), 


(AD), (AA) sont deux à deux perpendiculaires. 
On pose AA! =a, AB — b, AD = c;calculer AC’, BD', CA', DB'. Étudier le cas a = 


b 


a) Dans l'espace affine euclidien Es, démontrer que, quels que soient les points A, B, C, D, 
ona: 

AB.CD + AC. DB + AD. BC = 0. 
b) En déduire que les trois hauteurs d'un triangle ABC sont concourantes. (On montrera 
que deux des hauteurs sont sécantes et on désignera leur point de concours par D.) 
©) Si les points A, B, C, D ne sont pas dans un méme plan, ces points sont les sommets d'un 
tétraèdre ABCD. Les six segments [A, B] , [A, C] , [A, D], [B, C] , [B, D] , [C, DJ sont les 
arêtes du tétraédre; on dit que deux arêtes sont opposées si et seulement si elles sont non 
coplanaires. 
1. Démontrer que si le tétraédre a deux couples d'arétes opposées orthogonales, le troisième 
couple d'arétes opposées est aussi formé d'arétes orthogonales. Tout tétraédre possédant 
cette propriété est appelé « tétraèdre orthocentrique ». 
2. Démontrer que, pour tout tétraédre orthocentrique, la projection d'un sommet sur la face 
opposée est l'orthocentre de cette face. 
3. Les droites projetant orthogonalement chaque sommet sur la face opposée sont appelées 
« hauteurs » du tétraèdre, Démontrer qu'un tétraédre est orthocentrique si et seulement si ses 
hauteurs sont concourantes. 


On considère un tétraèdre ABCD tel que AB. CD = AC. DB — AD . BC 
On désigne par a le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur le plan (BCD) et on suppose 
que a est distinct de B de C et de D. 

a) Démontrer que le plan (ABa) est perpendiculaire à (CD). 

b) Démontrer que a est l'orthocentre du triangle BCD. 

€) On pose (Ba) n (CD) = {B'} et dans le triangle ABB’ on désigne par b le pied de la hauteur 
issue de B. Démontrer que la droite (B5) est perpendiculaire au plan (ACD). 

d) Que peut-on dire des quatre perpendiculaires abaissées de chaque sommet sur la face 
opposée? 

€) Que peut-on dire des six plans passant par une arête et perpendiculaire à l'aréte opposée. 
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On considère un térraèdre régulier ABCD, c'est-à-dire un tétraédre ayant toutes ses arêtes 
de méme longueur a. 

a) Démontrer que AB . CD = 0. En déduire que les perpendiculaires Aa... abaissées de chaque 
sommet sur la face opposée sont concourantes en un point O. 

b) Démontrer que O est le centre de gravité du tétraédre régulier ABCD. 

c) Déterminer la sphère passant par A, B, C, D; trouver son centre et son rayon. 

d) Démontrer qu'il existe une sphére de centre O tangente aux quatre faces du tétraédre régu- 
lier ABCD. Trouver son rayon. 


a) Déterminer l'ensemble des points de E, équidistants de deux points donnés A et B. 

b) Déterminer l'ensemble des points de E, équidistants de trois points donnés A, B, C. Dis- 
cuter. 

©) Soit, dans un plan P de E, un cercle T de centre w. Quel est l'ensemble des points de E, 
équidistants de tous les points de I? Cet ensemble s'appelle l'axe du cercle T'. 

d) Existe-t-il un ou plusieurs points de E, équidistants de quatre points donnés? Discuter. 


a) On considère les centres de gravité de chaque face d'un cube; on trace les segments dont 
les extrémités sont deux centres de gravité de faces consécutives, On obtient un polyédre 
dont les arêtes sont ces segments. Démontrer que ce polyèdre est régulier, c'est-à-dire que ses 
arêtes sont isométriques. Quelle est la nature de ses faces? Le polyèdre est appelé octaèdre 
régulier. 

b) On détermine les centres de gravité des faces de l'octaédre régulier obtenu précédemment, 
et on joint par des segments les centres de gravité des faces consécutives. Qu'obtient-on? 

c) Quels sont les éléments de symétrie du cube? Quels sont ceux de l'octaédre régulier? 


a) Les points A, B, C, A’, B' sont cinq points donnés de E. 
Déterminer l'ensemble des points M de E, tels que : 


(MÀ + MB + MC). (MÁ' + MB) 
b) Les points A, B, C, A', B' sont cinq points donnés de Es. 
Déterminer l'ensemble des points M de E, tels que : 


(MÀ + 2MB — 3 MÓ). (MÀ' + MB?) 


€) Les points A, B, C, A’, B', C' sont six points donnés de Es. 
Quel est l'ensemble des points M de E, qui sont tels que : 


(MÀ — 5MB + 3 MC) . (MÂ' + MB — 2MO) = 0. 


Discuter. 


Soit deux points donnés A et B de l'espace euclidien Ey. 
Déterminer l'ensemble des points M de E, tels que : 

MÀ.MB = k. 
Discuter. 


Soit A un point donné de E, et 4 un vecteur de l'espace vectoriel associé. 
Déterminer l'ensemble des points de E, tels que : 


MÂ.ù =k. (k nombre réel donné). 
Soit A, B, C, A’, B', C' six points donnés de E, affectés des coefficients respectifs a, b, c, d, b', c!. 


k est un nombre réel donné. 
On déterminera l'ensemble des points M de E, qui vérifient : 


(a MA + bMB + cMC) . (a MÁ' + /MB' + e MÓ) = k, 
dans chacun des cas suivants : 
La+b+c#0, 


a+b+cÆ#0. 
ETETETT 
a'+b+c=0. 
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Dans un plan P de E,, on considère un losange ABCD dont les diagonales sont AC et BD, 
et tel que la longueur de la diagonale [A, C] soit égale à la longueur des côtés du losange. 
a) Démontrer que, pour tout point M de Es, on a : 


juste A 
MA .MC = MB? + MB.BD + 7 
b) Quel est l'ensemble des points M de E, tels que : 
MÁ.MÓ = MB? 
€) Quel est l'ensemble des points M de E, tels que : 
RARES MUS 
MA .MÈ = MB +97? 
d) Quel est l'ensemble des points M de E, tels que : 
de cpu 
MÁ.MÓ = ©? 
2 
Soit deux points A et B de E, affectés des coefficients respectifs a et b. 
a) On suppose que a + b n'est pas nul. On appelle G le barycentre de A (a), B (b). Calculer : 
a MA? + b MB? en faisant intervenir le point G. (M est un point quelconque de l'espace.) 


En déduire l'ensemble des points M de E, tels que : 
a MA! -- b MB! = k. (k nombre réel donné) 


Discuter. 
b) On suppose que a + b est nul. Démontrer que, M étant un point quelconque de E, et O 
un point fixe de E, on a : 


aMA? + bMB! = aOA* + bOB! + 2 MO. (aOÀ + 5OB). 
En déduire l’ensemble des points M de E, tels que : 
a MA*+ b MB! =k (k nombre réel donné). 


Étant données deux droites de Es, D et D’, est-il possible de déterminer une (ou plusieurs) 
droite À telle que : A soit perpendiculaire à D et D' et rencontre D et D'? On envisagera 
successivement les trois cas possibles suivants : 
1. D et D' sont strictement parallèles; 
2. D et D' sont concourantes en un point I; 
3. D et D' sont non coplanaires. 
Dans le cas 3 on démontrera que À est unique, À est appelée la perpendiculaire commune à 
D età D'. Si A coupe D en H et D' en H' on montrera que quels que soient M de D et M' de D' 
ona: 

4(M, M’) > d(H, H^; 
ce nombre d (H, H^) est appelé plus courte distance de D et D'. 


Deux droites orthogonales non coplanaires D et D' étant données, montrer qu'il existe un 
repère orthonormé (O, į, j, X) tels que, dans ce repère, les équations des droites D et D' soient 
»-0, y | 

D D 


Deux droites non coplanaires D et D' étant données, montrer qu'il existe un repére orthonormé 
(o, i, j, k) tel que, dans ce repère, les équations des droites D et D' soient 
=h 


nies 
rire 


x sin a — y cos a 


On donne un tétraédre régulier ABCD, avec d (A, B) = a. 

a) Démontrer que les perpendiculaires communes (cf. ex 81) aux couples d'arétes opposées 
([A, B] et [C, D] etc...) sont concourantes. 

b) Calculer la plus courte distance de (AB) et (CD) en fonction de a. 

c) Montrer qu'il existe une sphère tangente aux six arêtes du tétraèdre. 


16.86* 


1688* 


Soient D et D' sécantes en O et non orthogonales. On désigne par A toute droite passant par O 
telle que les plans (D, A) et (D', A) soient perpendiculaires. 

Démontrer que l'ensemble des points M où A coupe un plan P perpendiculaire à D et ne 
passant pas par O est un cercle. (On utilisera les points A et A' oü P coupe respectivement 
D et D'.) 


Soient deux points distincts A et B symétriques par rapport à un plan P; (AB) coupe P en O. 

a) Démontrer que l'ensemble F des droites A équidistantes de A et B est la réunion des trois 

ensembles suivants 

Fi: ensemble des droites À parallèles à (AB), 

ES — — A situées dans P et passant par O, 

R: — — A dont la perpendiculaire commune avec (AB) est située dans P 
et passe par O. 

b) Caractériser les droites À de F passant par un point donné M de l'espace. Discuter suivant 

que M € P ou bien M ¢ P. 


Dans un plan P, on considère un cercle C de centre w, de rayon R et deux points fixes A et B. 
de ce cercle, diamétralement opposés. Sur la perpendiculaire en A au plan P, on marque un 
point fixe S. M est un point quelconque variable du cercle C. Soit H la projection orthogonale 
de A sur la droite (SM) et C la projection orthogonale de A sur la droite (SB). 

a) Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire à la droite (SB) et perpendiculaire au 
plan (SMB). 

En déduire l'ensemble des points H lorsque M décrit C. 

b) Déterminer l'intersection des sphères de diamètres respectifs [A, S] et [A, B]. 


Soit ABCDA'B'C'D' un cube dont les diagonales sont (AA'), (BB'), (CC'), (DD). 
a) Démontrer que les plans (BDC') et (B'D'C) sont perpendiculaires à la diagonale (AA!). 
Quelle est la nature des triangles BDC' et B'D'C? 
Quel est l'axe du cercle circonscrit au triangle BDC' et celui du cercle circonscrit au triangle 
B'D'C? (cf. ex. 73). 
Soit I l'intersection du plan (BDC') et de la diagonale (AA!) et J l'intersection du plan (B'D'C) 
et de la diagonale (AA!). Démontrer que : 

d(A, D = d(l, J) = dQ, A). 
b) Représenter la projection orthogonale du cube sur un plan perpendici laire à la diagonale 
(AA. 


Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé (O, Í, J, k), on considère les points A (a, 0, 0), 
B (0, a, 0) et M (0, 0, zj), où a est un nombre réel positif fixé, et zọ un nombre réel, positif 
ou nul variable. 

Le point H est le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur (MB), le point K est le pied de 
la perpendiculaire abaissée de O sur le plan (MAB). 

Calculer les carrés des longueurs des segments [O, H]_et [O, K]. 


Soit 0 la détermination de l'angle des vecteurs OF et OK que l'on supposera comprise entre 
0 et 7/2. 

Calculer cos? 6, et étudier sa variation lorsque z, varie. En déduire qu'il existe une position du 
point M pour laquelle 6 est le plus petit possible. 

Quel est l'ensemble des points H lorsque M varie? Quel est l'ensemble des points K dans les 
mémes conditions? 


Soit un parallélogramme ABCD situé dans un plan P. Par les points A, B, C, D, on construit 
des droites parallèles entre elles, non contenues dans le plan P. Sur les deux droites passant 
par A et B, on marque respectivement les points A’ et B'. Peut-on trouver, sur les droites 
passant par C et D, des points C' et D' tels que : 

a) A'B'C'D' soit un rectangle? Discuter. 

b) A'B'C'D' soit un losange? Discuter. 

€) A'B'C'D' soit un carré? 

On suppose maintenant que ce sont les points A' et C' qui sont donnés, Est-il possible de déter- 
miner B' et D' pour que : 
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a) A'B'C'D' soit un rectangle? Discuter. 
b) A'B'C'D' soit un losange? Discuter. 
€) A'B'C'D' soit un carré? 


On considére un tétraédre régulier ABCD, c'est-à-dire un polyédre dont les arétes [A, B], 
IA, C], [A, D), [B, C], [B, D), [C, D] ont la méme longueur. 

Démontrer que les hauteurs de ce tétraédre sont isométriques. Calculer leur longueur com- 
mune, en fonction de la longueur a d'une aréte du tétraèdre. 

Démontrer que le centre de gravité de ce tétraédre est le centre d’une sphère à laquelle appar- 
tiennent les quatre sommets du tétraèdre. On l'appelle sphère « circonscrite » au tétraèdre. 
Calculer le rayon de cette sphere. 

On considère les quatre points M, N, P, Q, centres de gravité des quatre faces du tétraédre, et 
on les joint deux à deux. Démontrer qu'on obtient un tétraédre régulier, dont on calculera 
la longueur d'une aréte en fonction de a. 


L'espace étant rapporté à un repére orthonormé d'origine O on considére les points : 
A' (0, 0, D, A Qa,0, I), B'(00—/, B(0,2b,—1), H (0, 0, kl) 


où a, b, I sont des nombres strictement positifs donnés et k un nombre variable appartenant 
AIL, 1. 

a) Un plan passant par H et perpendiculaire à (A'B') coupe les droites (AB'), (AB), (A'B) 
respectivement en P, M, Q. 

Que pouvez-vous dire du quadrilatère HPMQ? Calculer HP et HQ en fonction de a, b, /, k. 
(Utiliser le théorème de THALÈS.) 

b) Étudier les variations du périmètre p du quadrilatère HPMQ lorsque k varie de — 1 à + 1. 
c) Calculer l'aire du quadrilatère HPMQ. Pour quelle position de H est-elle maximum? 

d) Démontrer qu'il existe une valeur kọ de k unique (— 1 < kọ < 1) telle que HM . AB = 0. 
€) Calculer HM? en fonction de a, b, /, k puis en fonction de k, ks a? + b. 

En déduire la position de H pour que HM soit minimum. 


Une unité de longueur étant choisie, on considère l'ensemble (©) des triangles ABC ayant 
pour périmètre cette unité. On pose : 
BC-x CA=y, AB-:z. 


A tout triangle £ de (©), on fait correspondre le point M qui a pour coordonnées x, y, z dans 
l'espace rapporté à un repère orthonormé. Le point M est dit image de t. On désigne par U, 
V, W les points d'intersection du plan d'équation x + y + z — 1 = 0 avec les axes de coor- 
données Ox, Oy, Oz, respectivement. On rappelle que, pour que les trois nombres réels x, y, z 
soient les mesures des côtés d'un triangle, il faut et il suffit que chacun d'eux soit positif et 
inférieur à la somme des deux autres. 
19 Démontrer que l'ensemble formé par les images M de tous les triangles 7 de (©) est l'inté- 
rieur d'un triangle DEF dont les sommets D, E, F appartiennent respectivement aux plans 
de coordonnées Oyz, Ozx, Oxy. Vérifier que l'image G d'un triangle équilatéral £ de (6) 
coïncide avec le centre de gravité du triangle DEF. 
2° On effectue sur les sommets A, B, C d'un triangle t de (©) toutes les permutations possibles, 
ce qui donne pour les images les six points : 

Mi»2; Mz M; (z, x, y); 

MiOsx 2: Min; MG». 


Étudier la configuration de ces six points dans le plan du triangle DEF. On indiquera dans 
ce plan la construction des points M, M; M, à partir du point Mi, et la construction du 
triangle M,M,M; à partir du triangle M,M,M,. (La figure de géométrie plane correspondante 
sera effectuée en représentant DE par une longueur de 10 cm environ). En déduire que les 
6 points M, sont sur un méme cercle de centre G dont on calculera le rayon en fonction de 
ELI 

3° Quelles sont les images des sous-ensembles de (©) suivants : triangles rectangles en C, 
triangles rectangles en A, triangles rectangles en B? Les dessiner avec soin sur une nouvelle 
figure de géométrie plane représentant le triangle DEF. 
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On suppose que l'espace euclidien E, est rapporté à un repère 5t (O, 7, J, È). Les axes de repères 


(o, 7), (o, 7), (o, X) sont appelés x'x, y'y, z'z. Dans le plan d'équation x = 0, on considère 
le cercle C de centre o (0, 0, R) et de rayon R (R est un nombre positif donné). Ce plan est. 


orienté à l'aide de la base (7, k). Tout point M du cercle C est repéré par la détermination 0 


de (5, a M) telle que 0< 0 < 27). 


La droite (SM) coupe, en général, le plan d'équation z — 0 en un point N. 

4) On suppose d'abord que S a pour coordonnées (R, 0, 2 R). Quelles sont les coordonnées 
du point N en fonction de 9? Quel est l'ensemble I des points N lorsque 8 varie de 0 à 2x? 
La tangente en M au cercle C coupe l'axe x'x en T. Démontrer que TN est tangente à l'en N. 
b) On suppose maintenant que S a pour coordonnées (R, 0, R). Quelles sont les coordonnées 
du point N en fonction de 0? Quelle relation indépendante de lie ces coordonnées? La relation 
obtenue, liant l'abscisse et l'ordonnée du point N, est l'équation cartésienne de l'ensemble T" 
des points N dans le plan xOy, lorsque 0 varie de 0 à 2 x. Pour déterminer la nature de I”, 
on effectue un changement de repère dans ce plan : on prend pour nouveau repère A/ (0/13), 
avec : O'(R, 0) et Î = 1 — j, 1 Ï — 1-- J. Quelle est l'équation de I" dans ce repère 2’? 
Que peut-on dire de la courbe I^? 


Sujet d'étude. 
On appelle « norme » définie sur l'espace vectoriel W, toute application de V dans IR, telle 
que, quels que soient X et Y de V, et k de R, on ait : 
N X-6 < n(=0. 
N, n (kX) = |k| n (X). 

n(R Y) < n (À) + n O). 


D'une manière générale, on appelle « distance » définie sur un espace affine E associé au plan 
Papas Vs, toute application d de E x E dans IR; telle que, quels que soient les points A, B, C 
de E on ait : 


D, A=B <> d(A B) =0; 
D, d(A, B) = d(B, A); 
D, d (A, B) € d (A, C) + d (B, ©). 


a) Quelle que soit la norme n définie sur‘, démontrer que l'application d de E x E dans R4 


définie par d (M, M’) = n (MM!) est une distance définie sur E; elle est appelée « distance 
associée à la norme n ». Démontrer que cette distance est invariante par translation. 


b) Dans l'espace vectoriel U, rapporté à une base (3, J, Š), on considére l'application m de V, 


dans R, définie pour tout vecteur V — Xi-- Y /-- Z£parm (V) -|X| -| Y| - | Z]. 
Démontrer que m est une norme définie sur *U,. 
On désigne par d, la distance associée à la norme m. Calculer d, (M, M’) en fonction des coor- 


données (x, y, 2) de M et (x’, y', z') de M' dans un repère (O, /, Å À). 

©) Dans l'espace vectoriel U, rapporté à une base (1, J, ), on considère l'application de 4, 
dans R, définie pour tout vecteur V = Xi + YJ-- ZÈ par : 

m) = sup. iX], YII ZD- 


(n, (V) est le plus grande des trois nombres | X |, | Y |, | Z |) 
Démontrer que n, est une norme définie sur Uy. 


= 
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Géométrie descriptive 


17. 1 GÉNÉRALITÉS (RÉVISION) 
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Ce chapitre est destiné uniquement aux élèves de Première E. 


Dans la section I, nous rappelons d'abord les résultats, concernant la représenta- 
tion d'un point, d'une droite et d'un plan. Nous étudions ensuite le changement de 
plan frontal (ou bien horizontal); ce qui nous permet, entre autres applications, 
d'effectuer des constructions sur les droites de profil. 

La section II est consacrée à l'étude des intersections de droites et de plans : les 
plans verticaux et de bout y jouent un róle fondamental. 

Les résultats de la section II nous permettent de compléter, dans la section III les 
constructions étudiées en Seconde, relativement aux droites et plans perpendi- 
culaires. Ici, ce sont les horizontales et les frontales d'un plan qui jouent le rôle 
essentiel. 

Enfin la section IV étudie le rabattement d'un plan sur un plan horizontal. 
On peut ainsi effectuer sur les rabattements des points du plan considéré des cons- 
tructions « en vraie grandeur », constructions que l'on ne pourraient effectuer sur 
les projections horizontales des points de-ce plan. 


I. Point. Droite. Plan 
(Révisions et compléments) 


a) Épure d'un point. 
L'espace étant rapporté à un repère orthonormé (O, 1, j, k) on adopte en Géométrie Des- 
criptive les dénominations suivantes : 
plan horizontal de projection Ho : plan xOy, 
plan frontal de projection Fo : plan yOz, 
ligne de terre : droite y'Oy. 


"m 


VS 


Tout point M (x, y, z) peut étre défini soit par (x, y, z) soit par la donnée simultanée de : 
* m projection orthogonale de M sur Ho, appelée projection horizontale de M. 

em - 25 Fo,  — projection frontale de M. 

On a (fig. 1) : 


x= im, y—0g, :r—üum. 


Le principe de la descriptive consiste à dessiner sur une méme feuille de papier les plans 
Ho et Fo avec les conventions suivantes : 

© les demi-droites [Oy) de Ho et Fo sont confondues sur le dessin, 

* les demi-droites [Ox) de Ho et [Oz) de Fo sont opposées sur le dessin. 

On obtient ainsi la figure 2, les points m et m’ sont alors sur une perpendiculaire à la ligne 
de terre appelée ligne de rappel de M (m, m’). 

En fait on ne dessine pas les axes x'Ox et z/Oz mais seulement la ligne de terre; 

les conventions précédentes entrainent les conséquences suivantes : 

* les abscisses, appelées aussi éloignements, sont mesurées positivement vers le bas; 
© les cotes sont mesurées positivement vers le haut. 


Le dessin ainsi obtenu s'appelle l'épure de M (m, m), dans le système So formé par les 
plans Ho et Fo. 


b) Terminologie fondamentale, 
Par rapport au système So (Ho et Fo) on adopte les dénominations suivantes : 
plan horizontal : plan parallèle à Ho, 
plan frontal : plan parallèle à Fo, 
plan de profil : plan perpendiculaire à la ligne de terre, 
plan vertical : plan perpendiculaire à Ho, 
plan de bout : plan perpendiculaire à Fo, 
droite verticale : droite perpendiculaire à Ho, 
droite de bout : droite perpendiculaire à Fo, 
droite horizontale : droite parallèle à Ho, 
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droite frontale : droite parallèle à Fo, 
droite de profil : droite perpendiculaire à la ligne de terre. 

Au $ 16. 3 nous avons vu qu'à une direction de droite 8 est associée une direction unique 
de plan = orthogonale à 3 et qu'à une direction de plan = est associée une direction 
unique de droite 3 orthogonale à x. Nous avons donc le tableau de correspondance 
suivant entre direction de droite à et direction de plan = orthogonales. 


Direction à d'une droite : Direction d'un plan : 


verticale horizontal 


de bout frontal 


parallèle à la ligne de terre | de profil 


horizontale vertical 


frontale de bout 


de profil parallèle à la ligne de terre 


Dans les cas 1, 2, 3 il existe une seule direction de chaque espèce — naturellement les 
plans Ho et Fo étant fixés — tandis que dans les cas 4, 5 et 6 il existe une infinité de direc- 
tions de ique cupio. eae 
pointer ip icis B. T est l’ensemble des points équidistants de 
Ho et Fo (cf. chap 16, exercice 60); ces plans sont perpendiculaires. 

D'aprés les conventions adoptées : 


Les projections m et m' d'un point M de B, sont symétriques par rapport à la ligne de 


terre. , 
Les projections m et m d'un point M de B, sont confondues. 


17. 2 DROITE (RÉVISION) 


a) Épure d'une droite. 


Toute droite est déterminée par deux points distincts A (a, a') et B (b, 5). 
Tous les points d'une verticale se projettent horizontalement au méme point (fig. 3). 
Tous les points d'une droite de bout se projettent frontalement au méme point (fig. 3). 
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ma fig. 4 fig. 5 


Soient d et d' la projection horizontale et la projection frontale d'une droite D; le plan 
projetant horizontalement D est le plan vertical d; le plan projetant frontalement D est le 
plan de bout d' (fig. 4). Ces plans sont sécants si et seulement si D n'est pas de profil 
(refaites le raisonnement à titre d'exercice, cf. cours de Seconde) donc 


Une droite D est déterminée par ses projections horizontale d et frontale d' si et seule- 
ment si D n'est pas de profil. 


Une droite de profil D devra donc être déterminée par deux de ses points (a, a") et (b, 5") 
(fig. 5); tandis qu'une droite non de profil pourra étre déterminée aussi par le couple 
(d, d") de ses projections. 

Soit (d, d') — D une droite non de profil, connaissant m € d, la ligne de rappel de M 
permet de déterminer la projection frontale m du point M de D se projetant horizonta- 
lement en m; connaissant n' € d' on détermine de méme n de manière que (n, n") soit un 
point de D. On dit que m de d se rappelle en m’ sur d' et que n' de d' se rappelle en n sur d. 


EXERCICES 
1. Existe-t-il des droites D 

@ à la fois horizontale et frontale? 

© à la fois horizontale et de profil? 

© à la fois frontale et de profil? 
. Dessiner une horizontale et une frontale toutes deux non parallèles à la ligne de 

terre et non de profil passant par un point A (a, a') donné. 
Étant donnée une droite D non de profil déterminée par deux points ou par ses pro- 
jections chercher les points de D ayant un éloignement donné. Discuter suivant 
Que D est frontale ou non. 
Chercher de méme les points de D ayant une cote donnée. Discuter suivant que D 
est horizontale ou non. 
(Attention aux sens positifs avec lesquels on mesure respectivement éloignements 
et cotes). 
Soient deux points (a, a’) et (b, b') d'une horizontale ou d'une frontale. Pouvez-vous 
mesurer sur l'épure la longueur du segment [A, B]? 


P 


- 


e 


Si une droite D n'est pas horizontale, elle perce le plan Ho en un point appelé trace 
horizontale de D. De même si D n'est pas frontale elle perce le plan Fo en un point appelé 
trace frontale de D. 
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i EXEROIOE i ; 
| 5. Étant donnée une droite D non de profil déterminée par deux points ou par ses 
projections déterminer ses traces. 


b) Position relative de deux droites non de profil. | 
Nous nous proposons de rechercher la position relative de deux droites D, et D, non 
de profil données par leurs projections respectives (d, dj) et (ds, de). 
Il est évident que D, = D, si et seulement si d, = d, et dj = dy- 
Si D, et D, sont parallèles, alors d, et d, sont parallèles ainsi que di et ds- 
Réciproquement si d, et d, sont parallèles les plans P, et P, ie ps maed 
D, et D, sont parallèles et de méme si dj et d; sont parallèles, les plans Q, e í spei 
tant frontalement D, et D, sont parallèles; donc D, = P; N Q, et D, = P, N Qu 
parallèles (fig. 6). Concluons : 


hic a 
Deux droites non de profil données par leurs projections sont parallèles si et seulement 
si leurs projections respectives de même nom sont parallèles. 


EXERCICES - > 
6. Une droite D non de profil étant donnée par ses projections (d, d') mener par le 
point (a, a") une parallèle à D. 


7. Une droite A quelconque étant donnée par deux points distincts (a, ax (b, b), 
mener par (c, c^) la parallèle à A (considérer le point D tel que CD = AB). 


Si D, et D, sont sécantes en A au moins un des couples (d, d), (d, bte quo 
droites sécantes, car si ces deux couples étaient formés de droites parallèles les droits 
D, et D, seraient parallèles. Si d, et dy, par exemple, sont sécantes en a, a se rappe? 
méme point a’ sur dy! et dy. 

RINGS si nous sommes dans cette situation (fig. 7) il est. Ges me C D E 
coupent en A. En revanche si nous avons la situation de la figure 8 il es 

et D, sont deux droites non coplanaires. 
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di fig. 8 fig. 9 


Si d, = d, et si d; et d; se coupent en a', les plans projetant D, et D, sont confondus: 
les droites D, et D, sont coplanaires et leur point d'intersection est (a, a^) (fig. 9). 

De méme si dj — d; et si d, et d, se coupent en a les droites D, et D, sont sécantes en 
(a, a’) (le lecteur est prié de faire la figure à titre d'exercice). Concluons : 


Deux droites non de profil (d, di) et (d; d4) sont sécantes si et seulement si on se 
trouve dans l'un des cas suivants : 

1. Les droites d, et d, se coupent en a, les droites d; et d; se coupent en a’ et les points a 
et a' sont sur une méme ligne de rappel. 

2. d, = d, et les droites d; et d; sont sécantes. 

3. d; = d; et les droites d, et d, sont sécantes. 


€) Exercices résolus. Droites parallèles à l'un des bissecteurs. 


EXEROIOES 
8. Droites parallèles au premier bissecteur. 
Soit (AB) une droite définie par (a, a^) et (b, b') parallèle à Bj. Menons par le point 
(o, w’) de la ligne de terre (o = w’) la droite (oM) définie par a M = AB, le 


point M (m, m’) est dans le premier bissecteur, donc œm et om sont symétriques 
par rapport à la ligne de terre. D'autre part 


d=um «a db- 
Si (AB) est de profil on a : 


ai = —ab. 
Si (AB) n'est pas de profil une des bissectrices des droites (ab) et (a'b') est parallèle 
à la ligne de terre. 
Droites parallèles au second bissecteur. 


Prenons les mêmes notations que ci-dessus; le point M défini par oM = AB est 
dans le second bissecteur donc m — m'. 
Il en résulte que dans tous les cas 


» 


ab = ab. 
Beaucoup de constructions que nous avons données ne s'appliquent pas aux droites de profil; 
nous étudierons ces droites au $ 17. 5 par d’autres méthodes. 
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173 PLAN (RÉVISION) 
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a) Représentation d'un plan. 
Un plan peut étre déterminé par 
© trois points non alignés (a, a’), (b, 5^, (c, c’) (fig. 10); 
e deux droites strictement parallèles (fig. 6); 
€ deux droites sécantes (fig. 7). 
En particulier on peut définir un plan par : 
© son intersection avec Ho appelée trace horizontale du plan, ; 
e son intersection avec Fo appelée trace frontale du plan, lorsque ces traces sont dis- 
tinctes. 


fig. 10 fig. 11 


Si on désigne ces traces par (P, P^ (trace horizontale) et (Q, Q^) (trace frontale) les droites 
P’ et Q sont confondues avec la ligne de terre. 

Si le plan n'est pas parallèle à la ligne de terre, il coupe la ligne de terre en (a, a) — où 
a! — a — on dira « soit le plan PaQ' », mais pour les constructions il ne faudra pas oublier 
d'écrire P' et Q sur la ligne de terre (fig. 11). 


EXERCICES 


1. Un plan a-t-il toujours deux traces? 7 4 
Quels sont les plans qui n'ont pas de trace horizontale? de trace frontale? 


2. Comment sont disposées les traces d'un plan parallèle à la ligne de terre, non horizon- 


tal et non frontal? i 
Un plan, passant par la ligne de terre est-il déterminé par ses traces? 


b) Traces d'un plan vertical, d'un plan de bout. 
Tous les points d’un plan vertical, c'est-à-dire perpendiculaire à Ho, se projettent horizon- 
talement sur sa trace horizontale P; il est donc entièrement déterminé par cette trace 
horizontale P (fig. 12); pour un tel plan nous dirons « soit le plan vertical P ». "d 
Si le plan vertical P n'est pas frontal il a une trace frontale Q', qui est perpendiculaire à 
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la ligne de terre; la projection horizontale de cette trace frontale est donc le point (x, a^) 
(fig. 12). 

Si le plan vertical P est frontal, il n'y a pas de trace frontale et P est parallèle à la ligne 
de terre (faites la figure). 


fig. 12 P fig.13 


Tous les points d'un plan de bout, c'est-à-dire perpendiculaire à Fo, se projettent fron- 
talement sur sa trace frontale Q'; il est donc entièrement déterminé par cette trace 
frontale Q' (fig. 13); pour un tel plan nous dirons « soit le plan de bout Q' ». 

Si le plan de bout Q' n'est pas horizontal il a une trace horizontale P, qui est perpendi- 
culaire à la ligne de terre; la projection frontale de cette trace horizontale est donc le 
point (a, a^) (fig. 13). 

Si le plan de bout Q' est horizontal, il n'y a pas de trace horizontale et Q' est parallèle 
à la ligne de terre (faites la figure). 


3. Construire les traces d'un plan déterminé par deux droites sécantes non de profil. 
4. Comment sont disposées les traces d'un plan de profil? 


Constructions relatives au plan. 


Problème 1. Déterminer une droite d'un plan connaissant l'épure du plan et l'une des 
projections de la droite. 
Soit un plan défini par deux droites sécantes non de profil (d, dj), (d;, dj), cherchons 
la projection frontale 8’ de la droite A du plan connaissant la projection horizontale à de A. 
Si è coupe d, en a, et d, en a, la droite A coupe D, en A, dont la projection frontale 
est obtenue en rappelant a, en a; sur dj; on obtient de méme a, sur d; (fig. 14); la pro- 
jection frontale 3' de A est donc la droite (aj, a2). 
Si 8 est parallèle à l’une des droites dj, dẹ, par exemple à d}, alors A est parallèle à D;; 
dans ce cas 3 n'est pas parallèle à d, car d, et d, sont sécantes, à coupe donc d, en a; et ^ 
coupe D, en (as, aj), a; étant obtenu en rappelant a, sur dj. La projection frontale 8' 
de A est donc la parallèle menée par aj à d; (faites la figure). 
EXERCICE 

5. Effectuer les constructions lorsque l'on connaît 3'. 


Probléme 2. Déterminer un point d'un plan connaissant l'épure du plan et l'une des pro- 
jections du point. 
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fig.14 


Soit m la projection horizontale d'un point M d'un plan défini par deux droites sécantes 
non de profil (4, dj), (ds, d;). Considérons une droite A = (3, 3") située dans le plan 
et passant par M. Donnons nous arbitrairement 3; construisons 3' (probléme 1) et 
rappelons m de 3 en m' sur 5' (fig. 14), (m, m’) est le point cherché. 


EXEROIOE 
6. Effectuer les constructions lorsque l'on connait m’. 


REMARQUE 
Le probléme 1 précédent permet de résoudre les problèmes suivants : 
Intersection d'un plan avec un plan vertical : 
si P est la trace horizontale de ce plan vertical il suffit de considérer 3 confondue 
avec P. 
Intersection d'un plan avec un plan de bout : 
si Q' est la trace frontale de ce plan de bout il suffit de considérer 3’ confondue 
avec Q'. 
De même le probléme 2 permet de résoudre les problèmes suivants : 
Intersection d'un plan avec une droite verticale ou avec une droite de bout. 
Reconnaître si un point de l'espace (p, pl) est au-dessus ou au-dessous d'un plan donné 
ou bien en avant ou en arrière du plan donné. On cherche le point M (m, m^) du plan 
qui se projette horizontalement en p (ou bien qui se projette frontalement en p’) et 
on compare les cotes (ou les éloignements) de (m, m’) et (p, p'). Faites les épures à 
titre d'exercice. 


Probléme 3. Mener par un point M donné un plan parallèle à un plan donné. 

Si le plan donné est déterminé par trois points A, B, C. Le plan paralléle passant par M 
est le plan (MNP) les points N et P étant définis par MN — AB et MP — AC; cette 
construction est valable dans tous les cas. 

Si le plan donné est déterminé par deux droites (d,, di) et (dy, d non de profil sécantes en 
(m, m'), on mènera par (m, m’) les droites (8, 3j) et (35, 3;) respectivement parallèles 
à (d, di) et (d, d). 


Probléme 4. Mener par un point M donné une paralléle ^ à un plan donné connaissant la 
direction d'une projection de ^. 

Supposons que la direction de la projection horizontale 3 de A soit connue; alors 3 est 
connue (elle passe par m). Le plan vertical 3 coupe le plan donné suivant une droite (d, d") 
(probléme 1) (on a d = 3). La droite 3' est obtenue en menant par m' la parallèle à d’. 


d) Horizontales et frontales d'un plan. 


Une horizontale (h, h’) d'un plan est obtenue en coupant le plan par un plan horizontal. 
La projection frontale A' est parallèle à la ligne de terre, elle est confondue avec la trace 
frontale du plan horizontal contenant (h, h’). 

Toutes les horizontales d'un plan sont parallèles, elles sont en particulier parallèles à la 
trace horizontale du plan. 

Une frontale (f, f") d'un plan est obtenue en coupant le plan par un plan frontal. La 
projection horizontale f est parallèle à la ligne de terre, elle est confondue avec la trace 
horizontale du plan frontal contenant (f, f"). 

Toutes les frontales d'un plan sont parallèles, elles sont en particulier parallèles à la trace 
frontale du plan. 

Les horizontales et les frontales d'un plan sont appelées quelquefois droites principales 
d'un plan. 

L'épure de la figure 15 donne la construction de la frontale F du plan (&, di), (dy, dy) 
connaissant sa projection horizontale f. 


di 


fig.15 fig.16 


EXERCIOE 


7. Construire sur une même figure une horizontale (h, A’) et une frontale (f; f^) d'un 
plan (on se donne A' et f). Vérifier que les droites obtenues sont sécantes. 


L'épure de la figure 16 donne la construction d'un point (m, m’) d'un plan PxQ' donné 
par ses traces connaissant une de ses projections. Par exemple si m' est donné, on construit 
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l'horizontale de M, sa projection frontale // coupe la trace frontale «'Q en a' qui se 
rappelle en a sur la ligne de terre; la droite A passe par aet est parallèle à la trace horizontale 
aP du plan, d’où m. 


EXERCICE 


8. Résoudre le même problème à l’aide de la frontale du point (m, m’). Résoudre le 
| probléme analogue en se donnant m et en utilisant soir l'horizontale de (m, m’) soit 
| la frontale de (m, m'). 
| 


| 17.4 CHANGEMENT D'UN PLAN DE PROJECTION 


a) Changement de plan frontal. 

Nous avons le système So (Ho, Fo). Choisissons un plan vertical (dans So) F,; le système 

S, (Ho, F,) est formé de deux plans perpendiculaires : 

€ le plan horizontal de projection Ho est inchangé, 

€ le nouveau plan frontal de projection F}. 

La nouvelle ligne de terre est y,y,, intersection de Ho et F. 

Soit M un point, (m, m^) ses projections dans (Ho, Fo); dans le nouveau système (Ho, F;) 
| (fig. 17) : 

© la projection horizontale m est inchangée, 

© la nouvelle projection frontale m, est sur la nouvelle ligne de rappel de m et telle que 
yam; = um'. 

On dit que l'on fait un report de cote. Pour faire ce report de cote il faut choisir parmi les 
deux demi-plans déterminés par y; y, celui qui correspond aux cotes positives. 
Ce choix étant fait pour un point (m, m^), la nouvelle projection frontale de tout point 
est déterminée. Sur la figure 17 le point M a une cote positive et A une cote négative; 
les deux segments [p mj] et [2,, aj], perpendiculaires ày, y sont dessinés respectivement 
à partir de u, et a, de part et d'autre de yjyj. 


^ 


* 


SC T m 
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fig.17 


$ 


Le 


Une droite D étant donnée dans l’ancien système (Ho, Fo) on peut toujours avoir deux 
points (a, a’) et (b, b') on pourra donc déterminer (a, aj) et (b, 5) la projection horizon- 
tale reste la même, la nouvelle projection frontale dans (Ho, E) est dj = (aj bj). 
(Le lecteur est prié de faire l'épure). 

Si un plan P est donné par trois points non alignés (a, a’), (b, b'), (c, c") dans (Ho, Fo) on 
trouvera de méme (a, aj), (b, bi), (c, ci) dans (Ho, F). (Le lecteur est prié de faire l’épure). 


fig. 18 


Probléme : Un plan étant donné par des traces dans (Ho, Fo) trouver ses traces dans 
(Ho, E). 

Soit le plan PaQ' dans l'ancien système (fig. 18). La nouvelle ligne de terre est y{yy. 

La trace horizontale (aP, aP") dans l'ancien système reste la trace horizontale dans le 
nouveau : sa projection horizontale reste la même, elle coupe y1y, en B; sa nouvelle pro- 
jection frontale est 8; P; (8; = 8 et P; confondue avec y,yj). 

Mais la trace frontale dans (Ho, Fo) n'est plus la trace frontale dans (Ho, F;); la nouvelle 
trace frontale (BR, B{R4) est l'intersection du plan donné avec le nouveau plan frontal F; 
on la construit avec un point de cette intersection (a, a’) dans l’ancien système, (a, aj) 
dans le nouveau. 


b) Applications du changement de plan frontal. 


1. Étant donné une droite D = (d, d") choisir un nouveau plan frontal F, de 
dans (Ho, Fy), la droite soit frontale. 


manière que 
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Il suffit (fig. 19) de prendre y,y{, parallèle à d. On fait ensuite le changement de plan fron- 
tal pour les deux points (a, a') et (b, b"). 

La longueur de [aj, //] est la longueur de [A, B] puisque dans le nouveau système (AB) 
est frontale. 


2. Étant donné un plan, choisir un nouveau plan frontal F, de manière que dans (Ho, Fy) 
le plan donné soit de bout. 

On commence, si elle n'est pas donnée, par construire la trace horizontale (aP, «'P') 
dans l'ancien système; pour que dans le système (Ho, Fy) le plan soit de bout il faut et il 
suffit que la nouvelle ligne de terre y;»; soit perpendiculaire à aP trace horizontale qui 
reste inchangée. 

L'épure de la figure 20 est faite en supposant le plan donné par ses traces PaQ'. Pour 
déterminer f, Ri, projection frontale de la nouvelle trace frontale, on a utilisé le point 
(a, a^); on peut utiliser n'importe quel point (m, m) du plan puisque, dans le nouveau 


système, tous les points se projettent frontalement sur 8; R;, le plan étant devenu de bout. 
Remarquons que BR,, confondu avec y,y{, et iR; donnent en vraie grandeur les recti- 
lignes des dièdres formés par Ho et le plan donné. 

EXERCICE 


1. Étant donnée une horizontale (h, ') dans (Ho, Fo) choisir F, pour que dans (Ho, Fj) 
cette droite soit de bout. 


€) Changement de plan horizontal. 
Nous avons le système So (Ho, Fo). Choisissons un plan de bout (dans So) Ha; le 
système S, (Hs, Fo) est formé de deux plans perpendiculaires : 
© le nouveau plan horizontal de projection Hy 
le plan frontal de projection Fo inchangé. 
La nouvelle ligne de terre est y;y intersection de Hi et Fo. 
Soit M (m, m’) dans So; dans le nouveau système (Hi, Fo) (fig. 21) 
* la projection frontale m’ est inchangée, 
© la nouvelle projection horizontale m, est sur la nouvelle ligne de rappel de m' et telle 
que 
Ham = ym. 


a fig. 21 


On dit que l'on fait un report d'éloignement. Pour faire ce report il faut choisir parmi les 
deux demi-plans déterminés par ysy celui qui correspond aux éloignements posi 
Ce choix étant fait pour un point la nouvelle projection horizontale de tout point de l'es- 
pace est déterminée. 


Exercices 
2. On donne une droite D = (d, d') dans (Hos Fo) trouver d, dans (Ha, Fo) (Ha L Fo). 
Comment faut-il choisir H, pour que dans (Ha, Fo) D soit horizontale? 


3. On donne un plan PzQ' dans (Ho, Fo) trouver ses traces dans (Hy, Fo) (H, L Fo). 
Comment faut-il choisir H, pour que dans (H,, Fo) le plan donné soit vertical? 


4. Étant donné une frontale (f, f’) dans (Ho, Fo), choisir H, pour que dans (Ha, Fo) 
cette droite soit verticale? 
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REMARQUE 


Soit P un plan quelconque dans (Ho, Fo); on peut trouver F, tel que dans (Ho Fi) 
P soit de bout; ensuite en prenant H, parallèle à P (donc perpendiculaire à F;) 
le plan P est horizontal dans (Ha, Fi). 

On pourrait de méme en changeant d'abord de plan horizontal puis de plan frontal 
« rendre tout plan P » frontal. 


Par deux changements de plans-de projection on peut donc « rendre un plan horizontal ou 
frontal; » c'est très intéressant pour obtenir dans le plan considéré des « figures en vraie 
grandeur »; malheureusement cela donne beaucoup de constructions auxiliaires. Nous 
verrons dans la section IV un moyen plus simple (rabattement sur un plan horizontal) 
qui nous permettra d'obtenir « en vraie grandeur » les figures d'un plan. 

En revanche un seul changement de plan va nous permettre d'effectuer simplement des cons- 
tructions sur les droites de profil. 


CONSTRUCTIONS SUR LES DROITES DE PROFIL 


En changeant l'un des plans de projection une droite de profil dans l'ancien systéme So, 
n'est plus de profil dans le nouveau système S;. 

Comme nous allons le voir le plus simple est de prendre pour nouveau plan frontal un 
plan de profil dans l'ancien système; une droite de profil dans So devient une frontale 
dans Sj. 

Les lignes de terre respectives de So et S, soient y;y et y'y, sont perpendiculaires. Dans S, 
nous conviendrons de mesurer positivement les cotes vers la droite. 

Si le probléme ne concerne qu'une droite de profil on prendra comme nouveau plan 
frontal le plan de profil de la droite. 


Probléme 1. Construction des points d'une droite de profil. 

Considérons la droite de profil (AB) définie par les points (a, a^) et (b, b'). Prenons la 
ligne de terre y, y), sur la droite aba'b'. Le report des cotes de (a, a^) et (b, b') a été fait sur 
la figure 22 en utilisant des quarts de cercle centrés en o, intersection des deux lignes de 
terre. 


fig. 22 


E 


Soit M — (m, nr) un point de (AB). Si on connait m on a immédiatement mj d’où mr. 
De méme si on connaît m’ on construit m puis m. 
EXERCICE 

1. Trouver les traces de la droite de profil (AB). 


Problème 2. Intersection de deux droites de profil coplanaires. 

Soient les deux droites de profil coplanaires (AB) et (CD); tous les points a, a', b, b', 
c, c', d, d' sont sur une méme perpendiculaire à j'y, que nous prenons pour nouvelle 
ligne de terre yjyy. 

Nous faisons le report des cotes (fig. 23) à l'aide de quart de cercle, les points de cotes 
positives étant reportés à droite de yj». 


Dans le nouveau systéme les droites (AB) et (CD) sont deux frontales coplanaires; on 
constate qu'elles sont confondues, strictement parallèles ou sécantes en considérant 
leurs nouvelles projections frontales. 
Si les nouvelles projections frontales se coupent en i; on obtient į sur la nouvelle ligne de 
rappel de i; et i par report de cote. 


EXERCICES 


2. Soient (AB) une droite de profil et M un point du plan de profil de (AB); trouver 
le pied H de la perpendiculaire abaissée de M sur (AB). 
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3. Soit un plan parallèle à la ligne de terre défini par ses traces (P, P^) et (Q, Q’). 
Trouver le pied H de la perpendiculaire abaissée de M donné sur ce plan. (Déter- 
miner la droite (AB) du plan donné situé dans le plan de profil de M et appliquer 
l'exercice 2. 

4. Soient deux droites de profil non coplanaires (AB) et (CD). Construire la parallèle 
à la ligne de terre rencontrant ces deux droites. 


IL Intersection de droites et de plans 


Toutes les constructions de cette section sont fondées sur les faits suivants (cf. 17. 3 b) : 
Tous les points d'un plan vertical PaQ se projettent horizontalement sur sa trace hori- 
zontale P. 

Tous les points d'un plan de bout PaQ' se projettent frontalement sur sa trace frontale Q'. 


17.6 INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN 


Nous savons déjà construire l'intersection d'un plan avec une verticale ou une droite de 
bout (cf. $ 17. 3 c, remarque). 


Intersection d'une droite avec un plan vertical ou de bout. 

Soit PaQ' un plan vertical. Le point commun à PaQ' et à A = (8, 8), s' 
horizontalement en i intersection de P et à, 

Si P et 3 sont sécantes en į (fig. 24), on obtient /' en rappelant í sur 3'. Le point d'inter- 
section est (i, i"). 

Si 5 = P la droite (3, ') est dans le plan PxQ'. 

Si 9 est strictement parallèle à P, le plan vertical de trace horizontale 8 est strictement 
parallèle à PxQ' donc (3, 3") est strictement parallèle à PaQ'. 


existe, se projette 


o 


BEY 


fig. 24 fig. 25 


P 


exercice 
1. Étudier l'intersection d'une droite A = (8, 3’) avec un plan de bout. 


b) Intersection d’une droite et d’un plan quelconque. 


Soient P un plan et ^ une droite. Si 7 est un plan passant par A et coupant P suivant une 
droite L (fig. 25) ona PNnA—=ANL. 
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— 
On prendra pour plan auxiliaire soit le plan vertical projetant horizontalement A, soit 
le plan de bout projetant frontalement A. 
Soient le plan P défini par D, = (dy, dj) et D, = (dp, dj) et la droite A = (3, 3). 


Considérons par exemple le plan vertical projetant A; sa trace horizontale est confondue 
avec 3; il coupe la droite D, en (a, aj) et la droite D, en (ap, a?) (fig. 26). 

Le plan vertical projetant horizontalement A coupe donc P suivant la droite L = (I, l'), 
1 = (aa), l' = (aja). D'où : 

si L—A, â cP, 

si L N A = Ø, A est strictement parallèle à P, 

si L A A = {1}, le point I = (i, i') est le point d'intersection de P et A, c'est le cas de la 
figure 26. 


REMARQUE 
1. Si la droite A est de profil, on utilisera comme plan auxiliaire le plan de profil x de A, 
on déterminera par deux points l'intersection L de x et de P et on sera ramené à 
trouver l'intersection de deux droites de profil coplanaires (cf. $17. 5 Problème 2). 
EXERCICES 
2. Effectuer les constructions en utilisant le plan de bout projetant frontalement A. 
3. Effectuer les constructions le plan étant donné par ses traces. 


4. Chercher l'intersection d'une droite (8, 3') avec le premier bissecteur Bj, avec le 
deuxième bissecteur B,. (Pour B,, i = i'; pour Bh, i et i' sont symétriques par rapport 
à y'y, considérer 3, symétrique de 8 par rapport à »'y). 


137.7 INTERSECTION DE DEUX PLANS —————— 


Nous savons déjà construire l'intersection d'un plan avec un plan vertical ou un plan de 
bout (cf $ 17. 3. c, remarque). 


Dans le cas général en coupant les plans donnés par un plan auxilaire on obtient deux 
droites coplanaires si ces droites sont sécantes en LL, ce point est un point de l'intersec- 
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a) 


b) 


tion des plans donnés; avec un deuxième plan auxiliaire on obtient un deuxième point 
de l'intersection. Naturellement on prendra pour plans auxiliaires des plans verticaux 
ou de bout. 


Les plans sont définis par leurs traces. 
Soient PaQ' et RÓS' deux plans définis par leurs traces. 


z 
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fig. 27 


Supposons que les traces horizontales se coupent en a et les traces frontales en b' (fig. 27). 
Le point (a, a^), a' étant sur la ligne de terre, est un point de l'intersection (plan auxi- 
liaire : Ho); de méme (b, 5^), b étant sur la ligne de terre, est un point de l'intersection 
(plan auxiliaire : Fo). 

L'intersection de PaQ' et RÓS' est la droite (ab), (a'b'). 


EXEROIOES 
. On suppose P N R = (a) et P//S'. Démontrer que l'intersection est une frontale 
que l'on déterminera. Quelle est l'intersection si P/R et Q’ n S = (P)? 
2. Que peut-on dire si P/R et Q//S'? 


Les plans sont définis chacun par deux droites. 

Soient un plan P défini par deux droites D, = (dy, dj), Da = (dẹ, dj) et un plan = défini 
également par deux droites A, = (3, 34) et A, = (8s, 35). 

Pour obtenir un point de l'intersection nous pouvons prendre pour plan auxiliaire tout 
plan projetant l'une des quatre droites Di, Ds, A, A; sur l'un des plans de projection : 
cela nous fait Auit possibilités; nous en choisissons deux de manière que les constructions 
restent dans la feuille de papier sur laquelle est tracée l'épure. Sur la figure 28 on a choisi 
le plan vertical projetant horizontalement A, et le plan frontal projetant frontalement Az. 
Le plan vertical projetant horizontalement A,, coupe = suivant A; il coupe P suivant 
(A,A) (A, sur D, et A, sur Dj). 

Les projections horizontales de ces deux droites à, et (aa) sont confondues; leurs pro- 
jections frontales 3; et (aja) se coupent en i' qui se rappelle en i sur à, : le point I = (if) 
est un point de l'intersection de P et x. 

Le plan de bout projetant frontalement A, coupe 7 suivant A; il coupe P suivant (B,B;) 


(B, sur D, et B, sur Dj). Les projections frontales de ces deux droites 3; et (bb;) sont 
confondues; leurs projections horizontales 3, et (b,b) se coupent en j qui se rappelle en j^ 
sur 8; : le point J = (j, j') est un second point de l'intersection. 

L'intersection des plans P et = de l'épure de la figure 28 est la droite (IJ). 


REMARQUE 


On pourrait songer à utiliser comme plans auxiliaires des plans horizontaux ou 
frontaux. 

Si l'on coupe P et z par un plan horizontal H, on obtient (lj, H) dans P et Q4, M) 
dans x; on a /1 = X, et l'intersection des droites /, et À; nous donne i, que l'on rap- 
pelle en i; sur 4j = X; 

Pour obtenir le point I, = (i, ij) de l'intersection il nous a fallu, en plus des lignes 
de rappel, construire trois droites nouvelles 4 — M, /, et A. 

Donc en utilisant des plans horizontaux il nous faudrait construire sur l'épure six 
droites nouvelles pour obtenir l'intersection de P et de 7; tandis que dans la méthode 
utilisée, figure 28, il a fallu seulement deux droites nouvelles (aja) et (b,b;). 
De plus on voit que dans la méthode des plans horizontaux il faut construire 
davantage de lignes de rappel que dans l'autre. 

Or ce qui fait souvent la difficulté d'une épure c'est la complication de la figure 
obtenue; donc toute méthode utilisant le minimum de constructions auxiliaires pour 
résoudre un probléme est à préférer à toute autre. 
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17. 8 APPLICATIONS 


"i a) Problème 1. Étant donnés un point A et deux droites D, et Ds, construire une droite À pas- 
sant par À et rencontrant D, et Ds. 


Supposons D, et D, non coplanaires et A n'appartenant ni à D, ni à D). Soit (fig. 29) A 
une droite passant par A et coupant D; en M, et D, en M;; la droite D, coupe le plan P 
déterminé par A et D, en Ma. 

Réciproquement le plan P = (AD,) est bien déterminé (A ¢ Dy); si la droite D, coupe P 
en M, et si dans P la droite (AM;) coupe D; en M;, la droite AM, répond à la question. 
4 EXERCICE 


| 1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution (consi- 
dérer le plan AD, et la droite D, et le plan AD, et la droite Dj). 


fig. 29 


Sur l'épure de la figure 30 on a déterminé le plan P à l'aide de D, = (d,, dj) et la frontale 
F — (f, f^) de ce plan passant par À = (a, a'). 

L'intersection du plan P avec D, est obtenue avec le plan auxiliaire vertical projetant 
horizontalement D}. 

Ce plan coupe D, en (b, b') et F en (c, c); la droite d; coupe (b'c') en m que l’on rappelle 
sur d, en my. 

En construisant 3 = (am) et 3' — (a'mj) on constate que 3 coupe d, en m; que 3' coupe 
d' en mi, et que les points m, et mj sont bien sur une méme ligne de rappel. 

La droite (8, 3') répond à la question. 


b) Problème 2. Étant donnés une direction de droite et deux droites D, et Ds, construire une 
droite ^ appartenant à là direction de droite et rencontrant D, et Dj. 


Supposons D, et D, non coplanaires et la direction de droite non parallèle à D, ni à Ds. 
Soit (fig. 31) A une droite répondant à la question; elle est dans P passant par D, et une 
droite L appartenant à la direction donnée; A coupe D; en M, et D, en M; le point M; 
est l'intersection de D, et de P. 

Réciproquement le plan P est bien déterminé : par un point O de D, on mène L paral- 
Ièle à la direction donnée, P est le plan des droites sécantes D, et L (D, n'appartient pas 
à la direction donnée). Si D, coupe P en M, la parallèle À menée de M, à L répond à la 
question. 


EXERCICE 


2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution (com- 
parer la direction de droite donnée à la direction de plan définie par D, et D,). 


fig. 31 


Sur l'épure de la figure 32 on a déterminé le plan P en menant par un point O de D; la 
parallèle L = (I, l') à la direction donnée représentée sur l'épure par la droite (À, X). 
L'intersection du plan P avec D, est obtenue avec le plan auxiliaire vertical projetant 
horizontalement D. Ce plan coupe D; en (a, a) et L en (b, b^); la droite d; coupe (a'b') 
en mí, que l'on rappelle sur d, en m. 

En construisant 3 passant par m, et parallèle à à et 3 passant par m et parallèle à X 
on constate que 3 coupe d, en m, que 3' coupe d; en m; et que m, et mj sont bien sur une 
méme ligne de rappel. 

La droite (3, à) répond à la question. 
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III. Droites et plans perpendiculaires 
(Révisions et compléments) 


Toutes les constructions sur l'orthogonalité sont fondées sur le résultat suivant 
(cf. § 16. 4 b) : 

Deux droites orthogonales D, et D, se projettent orthogonalement sur un plan P suivant 
deux droites D! et D; orthogonales si et seulement si D, ou D, est parallèle à P. 

Ce fait indique le róle primordial joué, en descriptive, par les droites horizontales et fron- 
tales pour les questions d'orthogonalité. 


17. 9 PLAN PERPENDICULAIRE A UNE DROITE MENÉ PAR UN POINT. 
APPLICATIONS 


Soient D la droite et A le point donné; en Seconde nous avons appris à construire le 
plan P perpendiculaire à D passant par A. 
SiAED,onaDNP A}. 


Si A£D, on a D n P = {i} avec 17 A. A l'aide des résultats de la section II nous 
pouvons construire Í, la droite (AÌ) est la perpendiculaire menée de A. à D dansle plan AD. 


a) Plan P perpendiculaire à une droite D, mené par un point A (révision). 


Nous supposons D non parallèle à la ligne de terre; le plan P cherché n'est donc pas de 
profil (si D est parallèle à la ligne de terre, P est le plan de profil passant par A; son inter- 
section avec D s'obtiendra en prenant P pour nouveau plan frontal (cf. $ 17. 5). 
Soient A — (a, a) et D = (d, d") le point et la droite donnés. Désignons par H = (f, M’) 
et F — (f, f^) une horizontale et une frontale quelconque du plan P; d'après le résultat 
rappelé plus haut 


hid e f'id!. 


Le plan P est donc défini par l'horizontale ah, a'h' avec h perpendiculaire à d et la frontale 
af, a f' avec f' perpendiculaire à d (fig. 33). 


b) Construction du point 1 intersection de D et P. 


Supposons A non situé sur D ce qui est le cas de la figure 33. 
Nous avons obtenu I situé à l'intersection de P et D en utilisant le plan auxiliaire vertical 
projetant horizontalement D. Ce plan coupe l'horizontale (h, #) en (b, b') et la 
frontale (f, f^) en (c, c). La droite d' coupe (' c') en i' qui se rappelle en i sur d. 
Donc I — G, /) est le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur D dans le plan AD. 
EXERCICE 

1. Par un changement de plan construire un segment ayant pour longueur la distance 

de A à la droite D. 


Au § 17. 13 nous donnerons une méthode permettant d'avoir directement la droite Al 
et d (A, D). 
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fig. 33 


17. 10 DROITE PERPENDICULAIRE A UN PLAN MENÉE PAR UN POINT. 


a) 


APPLICATIONS 


Soient P le plan et A le point donnés; en Seconde nous avons appris à construire la droite 
D perpendiculaire à P et passant par A. 

Si AcP, ona Pn D = (A). 

Si A£P, on a P n D= (1) avec 1^ A. A l'aide des résultats de la section II nous 
pouvons construire Í qui est le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur P. 


Droite D perpendiculaire à un plan P, menée par un point A (révision). 

La droite D = (d, d^) cherchée est orthogonale à toutes les droites de P (cf. $ 16. 3 b) en 
particulier à ses horizontales et à ses frontales. 

Nous supposons le plan P donné non parallèle à la ligne de terre, la droite D n'est donc 
pas de profil. (Le cas où P est parallèle à la ligne de terre a été étudié au $ 17. 5 exercice 2). 
Si P est défini par deux droites (dy, dj) et (dp dj) il faudra commencer par déterminer 
une horizontale (A, 4') et une frontale (f, f") de P (cf. § 17. 3 d). La droite D = (d, d^ 
cherchée s'obtient en menant par a la droite d perpendiculaire à A et par a' la droite d' 
perpendiculaire à f" : le lecteur est prié de faire l'épure à titre d'exercice. 

La figure 34 a été faite le plan étant donné par ses traces PzQ'. La droite d'est la perpen- 
diculaire à «P passant par a et la droite d' est la perpendiculaire à a'Q' passant par a'. 
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b) Pied de la perpendiculaire abaissée de A sur P. 


Reprenons la figure 34, A n'appartient pas à PaQ' (vérifier le). Nous avons obtenu I 
situé à l'intersection de D = (d, d') et de PaQ/ en utilisant le plan auxiliaire de bout 
projetant frontalement D. Ce plan coupe (x P, «'P^) en (b, b') (b' sur la ligne de terre) 
et (xQ, «'Q') en (c, c^) (c sur la ligne de terre). La droite d coupe (bc) en i qui se rappelle 
en i sur d'. Le point I = (i, i") est le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur P. 
EXEROIOE 


2. Par un changement de plan construire un segment ayant pour longueur la distance 
de A au plan PQ". 


17. 11 APPLICATIONS 


a) Plans perpendiculaires. 


Rappelons que deux plans sont perpendiculaires si et seulement si l’un d'eux contient 
une perpendiculaire à l'autre (cf. 8 16. 3 c). 


Probléme. Étant donné un plan P et une droite D non perpendiculaire à P, construire le 
plan passant par D perpendiculaire à P ainsi que son intersection avec P. 

(Si D était perpendiculaire à P tout plan passant par D serait perpendiculaire à P). 
Si D n'est pas perpendiculaire à P, soit A un point de D, le plan cherché x est déterminé 
par les deux droites sécantes D et la perpendiculaire AI à P. 

Si D est parallèle à P, le plan + coupe P suivant la parallèle à D menée par I (faites la 
figure). 

Supposons D non parallèle à P, elle coupe P en O (fig. 35) le plan cherché est le plan AOI 
(naturellement A a été choisi sur D distinct de O). 


ne 


fig. 35 


Supposons P donné par deux droites (d, dj), (d, dj) et soit D = (d, d') la droite donnée. 
Nous avons à résoudre les problèmes suivants : 

© Construction d'une horizontale et d'une frontale de P (cf. § 17. 3 d). 

* Construction de la perpendiculaire abaissée de A de D sur P (cf. § 17. 10 a). 

© Construction du point I intersection de cette perpendiculaire et de P (cf. $ 17. 10 b). 
© Construction de l'intersection O du point d'intersection de P et de D (cf. $ 17. 6 b). 


Le plan cherché est le plan (OAI), il coupe P suivant (OI). Nous nous contenterons de 
résoudre l'exercice suivant. : 


EXERCIOE RÉSOLU 1 
On donne un tétraèdre ABCD et on demande de construire l'intersection du plan 
(BCD) et du plan passant par (AB) perpendiculaire au plan (BCD) (fig. 36). 
On cherche la perpendiculaire issue de A à (BCD). On a construit l'horizontale 
(be, be") de B dans (BCD) et la frontale (bf, b'f’) de B dans (BCD). 
La perpendiculaire issue de A = (a, a’) à (BCD) est la droite (3, 3^). 
Pour avoir l'intersection de (3, 3’) avec (BCD) on a pris comme plan auxiliaire le 
plan de bout projetant frontalement (3, 8’). La droite 3' coupe (b!f') en g' et (b'c') 
en Á'; ces points se rappellent respectivement en g sur (bf) et A sur (bc). La droite 
(gh) coupe à en i qui se rappelle en i" sur '. Nous avons donc le point I = (i, i') 
pied de la perpendiculaire abaissée de A sur (BCD). 
Enfin (AB) n (BCD) = (B); le plan cherché est le plan (BAD, il coupe le plan 
(BCD) suivant la droite (BD. 


b) Perpendiculaire commune à deux droites non coplanaires. 


Étant données deux droites non coplanaires D, et D, nous cherchons une droite A ren- 
contrant orthogonalement D; et Ds. 
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Si une telle droite existe elle est perpendiculaire à la direction de plan définie par D; et D3; 
un tel plan P peut être construit en menant par un point O de D, (fig. 37) une parallèle 
A, à D, : le plan P est le plan D, A,. Soit L une droite perpendiculaire à P : la droite A 
est parallèle à L. 

Réciproquement toute droite parallèle à L et rencontrant D; et D, répond à la question. 
Nous savons (cf. § 17. 8 b) qu'il existe une telle droite et qu'elle est unique (dans le cas 
étudié : D, et D, non coplanaires); elle coupe D, en A, et D, en A, la droite (A,A;) 
est appelée la perpendiculaire commune à D; et D, non coplanaires. 


EXERCICES 


1. Démontrer que, quels que soient M, de D, et M; de D, on a d (Ms, Mj) > d(Ay, Aj). 
On dit que d (As, Ay) est la plus courte distance de D, et Da. 


2. Rechercher la ou les droites rencontrant D, et D, orthogonalement lorsque D, et D, 
sont sécantes ou bien strictement parallèles. 


Soient D, = (&, dj) et D, = (dy, dj) deux droites non coplanaires données. Pour trouver 
la perpendiculaire commune A à D, et D, il faut résoudre les problèmes suivants. 

* Détermination d'un plan P parallèle à D, et D, : par un point O de D, on construit A 
parallèle à D. 

* Construction des horizontales et des frontales de P. 

* Construction d'une perpendiculaire L à P. 

© Construction d’une droite A parallèle à L et rencontrant D, et D, (cf. $ 17. 8 b). 


Nous nous contenterons de résoudre l'exercice suivant : 


EXEROICE RÉSOLU 2 
Construire la perpendiculaire commune (3, 8') à une verticale (v, v') et à une droite 
(d, d') non coplanaire avec (v, v’). 
La droite (8, 3) rencontre orthogonalement la verticale (v, v’) : c'est donc une hori- 
zontale et son point d'intersection (a, a’) avec (v, v’) est tel que a = v (fig. 38). 


D'autre part (8, 3’) étant horizontale, les deux perpendiculaires (3, 3') et (d, d) se 
projettent horizontalement suivant deux perpendiculaires : donc 8 est perpendicu- 
laire à d, elle coupe d en b qui se rappelle en b' sur d'. La perpendiculaire commune 
est la droite (ab), (a‘b'). 


EXEROIOE i 
3. Construire la perpendiculaire commune à une droite de bout et à une droite quel- 
conque non coplanaires. 


= 


IV. Rabattement d’un plan 
sur un plan horizontal 


17. 12 RABATTEMENT D'UN PLAN SUR UN PLAN HORIZONTAL ——— 


a) Principe. 


Considérons un plan P et un plan horizontal H qui se coupent suivant une horizontale A 
. 39). 

idum un point M de P et le point L pied de la perpendiculaire abaissée de M sur A. 

Si l'on fait « tourner le plan P autour de A », le point M reste dans le plan perpendicu- 

laire à ^ en L; dans ce plan le point M décrit un cercle de centre L et de rayon 

r—d(L M). 

La droite A intersection de P et H détermine dans P deux demi-plans : 

P, : ensemble des points M de P de cotes supérieures à celles des points du plan horizon- 

tal H; 

P, : ensemble des points M de P de cotes inférieures à celles des points de H. 

De même À détermine dans H deux demi-plans. 

Lorsque l'on fait « tourner P autour de A » de telle façon qu'il vienne s'appliquer sur H, 

cette opération peut se faire de deux maniéres suivant que P, vient s'appliquer sur l'un 

ou l'autre des demi-plans déterminés dans H par A. ) 

L'un de ces choix étant fait, désignons par H; le demi-plan de H sur lequel vient s'appli- 

quer P, alors le demi-plan P, vient s'appliquer sur l'autre demi-plan H de H. 

On dit que l'on a effectué un rabattement du plan P sur le plan horizontal H autour de A 

intersection de P et H appelée charnière du rabattement. 
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Désignons par K la projection orthogonale de M sur H et par M, le rabattement du point 
M sur H. 


Le point M, est situé shr la perpendiculaire à la charnière A en L (fig. 39) et on a : 
LM? = LM? = LK? + KM?, 


fig. 40 


Le triangle rectangle LKM est appelé triangle de rabattement du point M. Les triangles 
de rabattement de tous les points de P sont des triangles semblables (cf. cours de Troi- 


sième) : en effet si 0 est la détermination comprise entre 0 et 7 du rectiligne d'ùn dièdre 


aigu formé par P et H on a, quel que soit M de P (fig. 40) : 


ER mes 


REMARQUE 


1. Les rotations dans l'espace euclidien E, ne seront étudiées qu'en Terminale, l'étude 
précédente appartient donc à la géométrie intuitive. Anticipant sur ce que nous ver- 
rons en Terminale, nous pouvons indiquer qu'un rabattement de P sur H autour 
de A est une isométrie (du plan euclidien P sur le plan euclidien H) qui conserve 
tout point de A. 


b) Épure du rabattement des points de P. Relévement. 


Quelle que soit la manière dont est défini le plan P nous pouvons le déterminer par son 
intersection A = (3, 3') avec un plan horizontal H et un de ses points M (m, m’) non 
situé sur A. 


Soit M; (m, mj) le rabattement du point M du plan P sur le plan H; par abus de langage 
on dit que m, est de rabattement du point M de P ou encore le rabattement de m, puisque 
si P n'est pas perpendiculaire à H le point M est connu dés que l'on connait m. 

On ne dessine pas m sur l'épure; on construit seulement m. Effectuons cette construction 
connaissant (3, 3") et (m, m’). 

La figure 41 dans sa partie gauche reproduit une partie de la figure 39, on y a ajouté en 
perspective le plan horizontal de projection Ho. 


fig. 41 


On voit d'abord que m, est sur la perpendiculaire à à, projection horizontale de la char- 
nière A, menée par m projection horizontale de M; cette perpendiculaire coupe 3 en p. 
D'autre part 

um, — LM, — LM; 


c'est-à-dire que pm, est égal à l'Aypoténuse du triangle de rabattement; ce triangle a été 

reconstitué sur l'épure en ump : on a mené par m la parallèle à la charnière et on a 

porté mp = k'm! différence des cotes de M (m, m) et du plan H; on a : 
mp=km=KM et um=Lk, 

donc up = LM = LM, = um 


m 
Supposons P non perpendiculaire à H (anco <0 < 3). 
Tous les triangles de rabattement étant semblables, il existe un nombre réel k 55 0 
tel que quel que soit m projection horizontale d'un point de P on ait : 
Em = kum. 
REMARQUE 


2. Si, comme sur la figure 41, on a choisi de rabattre les points M de P de cotes supé- 
rieures à celles des points de H sur le demi-plan de H qui ne contient pas K on a : 


On voit immédiatement que l'application ainsi définie 
Ho — Ho 


PRET 
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est une bijection de Ho sur lui-même; on l'appelle affinité orthogonale d'axe 3 et de rap- 
port k. Tous les points de ? sont invariants (fig. 42). 

On démontre que l’image / d'une droite / parallèle à è est une parallèle à 3 et que l'image 
d'une droite d sécante en ià 3 est une droite d, passant par i. 


Méthode des alignements. 


On choisit dans P un point A = (a, a) non situé sur la charnière; et on construit son rabat- 
tement a, comme il a été dit plus haut (fig. 43). 


Soit M — (m, m') un point du plan; on se donne l'une des projections, on construit 
l'autre. 


Dans tous les cas m; rabattement de M est sur la perpendiculaire à la charnière 3 menée 
par m. 


Si AM est parallèle à la charnière on a aym, = am (faites la figure). Si AM coupe la 


charnière en I = (i, i') nous savons que a, i, m, sont alignés, les points a, i, m l'étant, 
d'où my. 


REMARQUE 


3. D'un point de vue théorique, pour construire le rabattement d'un point quelconque 
de P par la méthode des alignements il suffit de connaître un point (a, a') non situé 
sur la charnière et son rabattement a. 


D'un point de vue pratique il peut arriver que AM coupe la charnière en I = (i, ), 
le point i étant en dehors de la feuille utilisée; on construit d'abord le rabattement b, 
d'un point B = (b, ') du plan P de manière que (bm) coupe à dans les limites de 
l'épure. 


Relèvement d'un point. 


Le point M appartenant à P, on connaît m; la construction du point (m, m’) est appelée 
relévement du point considéré. 

Le point m se trouve sur la perpendiculaire à la charnière menée par m. 

Si (a, mj) est parallèle à 3 on a am = am d'où m, puis m, le point M étant dans P. 
Si (am) coupe 3 en i, le point m se trouve ainsi sur (ai), d'où ce point m, puis m' (le 
lecteur est prié de faire la figure; les constructions étant faites on obtient la figure 43). 
Naturellement si la droite (a) coupe à en dehors des limites de l'épure on utilisera 
un autre point (b, 5^) de rabattement b, (cf remarque 3). 

Les constructions précédentes supposent que le plan P n'est pas perpendiculaire au plan 
perpendiculaire à H. Vous étudierez le cas où P est perpendiculaire à H à titre d'exercice : 


EXEROIOE 
Soit P un plan vertical, il esi perpendiculaire au plan horizontal H qu'il coupe 
suivant une droite A. 
Démontrer que le rabattement m de M = (m, m’) de P est la nouvelle projection 
frontale de M, le systéme de projection étant le suivant : 

nouveau plan horizontal de projection : H, 

© nouveau plan frontal de projection P. 


17. 13 APPLICATIONS DU RABATTEMENT D'UN PLAN SUR UN PLAN 
HORIZONTAL 


Le rabattement d'un plan P sur un plan horizontal H nous permet d'avoir en « vraie 
grandeur » les « figures » situées dans un plan P que nous supposerons non vertical. 


Nous donnerons trois exemples que nous présentons sous forme d'exercices résolus 
ou partiellement résolus. 


a) Exemple 1 (exercice résolu). 
Étant donnés une droite D et un point A, non situé sur D, trouver le pied H de la per- 
pendiculaire abaissée de Asur D dans le plan AD et la distance de A à D. 
On construit une horizontale du plan AD, par exemple l'horizontale (8, 3) du 
point (a, a^) (fig. 44). Nous allons rabattre le plan AD sur le plan horizontal de A 
autour de la charnière (3, 3'). 
Le point a est son propre rabattement (c'est pour économiser la construction de a; 
que nous avons choisi pour charnière l'horizontale de (a, a') située dans le plan AD. 
La droite (d, d) coupe (8, 3') en (i i'), i est son propre rabattement; nous construi. 
sons le rabattement 5; d'un autre point (b, b') de (d, d^), d'où le rabattement d, de D. 
De a nous menons la perpendiculaire ah, à dj. 
La distance de A à D est donc d (a, hy). 
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Nous relevons A, en (h, h'); la droite (ah), (a'H') est la perpendiculaire abaissée de A. 
sur D dans le plan AD. 

On remarquera que les constructions sont plus simples que celles obtenues au 
817.9 b : nous obtenons à la fois la droite (AH) et la distance de A à D. 


Exemple 2 (exercice partiellement résolu). 


Étant données deux droites D et ^ sécantes en O, mesurer les angles formés par ces 
deux droites. 

Nous allons rabattre le plan de ces deux droites sur un plan horizontal. Le lecteur 
est prié de faire la figure à titre d'exercice. 

Soient (d, d^) et (8, 8') les deux droites et (o, o) leur point d'intersection. 

On construit une horizontale (h, h’) du plan DA cette horizontale ne passant pas 
par (o, o'). On va rabattre le plan DA sur le plan horizontal de trace frontale /' 
autour de la charnière (h, h’). 

La droite (h, À') est déterminée par son point d'intersection (a, a') avec D et son 
point d'intersection (x, x’) avec A. Ces deux points étant sur la charnière sont leurs 
propres rabattements. 

On construit le rabattement o, du point (o, o"). Les angles des droites D et A sont 
les angles des droites (oa) et (02), ces derniers sont en vraie grandeur, on les mesure 
à l'aide d'un rapporteur. 


Exemple 3 (exercice partiellement résolu). 


Construire un triangle équilatéral situé dans un plan donné connaissant deux de ses 
sommets. 

Le lecteur est prié de résoudre cet exercice avec les données suivantes : 

Le plan PxQ' est donné par ses traces. 

Les points A et B (A B) sont donnés par leurs projections horizontales a et b. 
(On rabattra le plan donné PaQ' sur le plan horizontal de projection autour de sa 
trace horizontale (P, P"). Aprés avoir rabattu A et B en a, et b, on construira les 
deux triangles équilatéraux abc; et ujbid, et on relévera les points c, et d, en (c,c') 
et (d, d^). 


N.B. 
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EXERCICES 


Représentation du point : 1 et 2. 

Représentation de la droite : 3 à 21. 

Représentation du plan : 22 à 34. 

Parallélisme : 35 à 38. 

Changement d'un plan de projection. Droites de profil : 39 à 46. 
Intersections de droites et de plans : 47 à 60. 

Droites et plans perpendiculaire : 61 à 71. 

Rabattements : 72 à 80. 

L'exercice 81 est un sujet d'étude sur le cube à diagonale verticale. 


Dans les données de certains exercices on utilise un repère orthonormé, les trois axes x' Ox, 
Y'Oy, z'Oz étant orientés positivement respectivement vers le bas, vers la droite et vers le haut. 
(voir fig. 2). 


Soit les points : 
A32, BG,—1,5, C(L5;1; 25) 
Représenter leurs épures ainsi que celles des points suivants : 
E est le milieu de [A, B], 
F et G sont les transformés respectifs de A et B dans l'homothétie de centre C et de 
rapport 2, 
H est le symétrique de B par rapport au plan horizontal de projection, 
I est le symétrique de A par rapport au plan frontal de projection, 
J est le symétrique de F par rapport au premier bissecteur, 
K est le symétrique de G par rapport au second bissecteur, 
L est le symétrique de C par rapport à la ligne de terre. 


Soit les points : 


A(-123, B(L,—-25, C(-2-51. 
Représenter leurs épures ainsi que celles du centre de gravité du triangle ABC. 


Construire l'épure de la droite D, = (d;, dj) définie par les équations : 
3x—y—-9-0, 
»*tzi-5-0 


Construire l'épure de la droite D,, parallélle à D;, passant par le point A (1, 1, 1). 
Construire l'épure de la droite verticale D, passant par le point A (1, — 1, 2). 
Construire l'épure de la droite de bout D, passant par le point B (0, 3, — 1). 


Construire l'épure de la droite D, = (d;, dj) définie par les équations : 
pes zd 
y*2:—9-0. 


Construire l'épure de la droite D, = (d,, d) symétrique de D, par rapport au plan horizontal 
de projection. 


Construire l'épure de la droite D, = (d, dj) définie par les équations : 
xty-5 
3y-z2-9-0 

Construire l'épure de la droite D, = (d,, d?) symétrique de D, par rapport au plan frontal de 

projection. 
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Construire l'épure de la droite D, = (dj, di) définie par les équations : 


2x—3y+4=0, 
y—z+1=0. 


Construire l'épure de la droite D, = (da, di) symétrique de D, par rapport à la ligne de terre. 


Construire l'épure de la droite D, = (dj, di) définie par les équations : 


x—2y—3=0, 
2y+2—-7=0. 


Construire l'épure de la droite D, = (d;, d;) symétrique de D, par rapport au premier bissec- 
teur. 


Soit la droite D d'équations : 


Construire l'épure de cette droite. 

Représenter par leurs épures les points de D suivants : 

le point A dont la cote est égale à + 2, 

le point B dont l'éloignement est égal à + 3, 

le point C situé dans le premier bissecteur, 

le point E situé dans le plan horizontal de projection (trace horizontale de D), 
le point F situé dans le plan frontal de projection (trace frontale de D). 


Soit les droites D; et D, données par leurs équations respectives : 


2x—5yt3-0 2x—5y+15= 
y—z2-4=0. yti-6-0. 


Représenter les épures de ces droites. Les droites D, et D, sont-elles parallèles? 


Soit les droites D, et D, données par leurs équations respectives : 


2x+3y—12=0, 2x+y—8=0, 
2z—y—4=0. y+z-5=0. 


Représenter les épures de ces droites. Les droites D, et D, sont-elles concourantes? 


Soit les droites D, et D, données par leurs équations respectives : 
2x+y—7=0, [xm 
2:—y—-4-0. y-zc3-0 


Représenter les épures de ces droites. Ces droites sont-elles concourantes? 


Soit la droite D d'équations : 
x—y—4=0, 
22—5y+3 
Représenter l'épure de D puis l'épure de la droite D, déduite de D dans l'homothétie de 


centre H (6, — 3, 4) et de rapport $ 


Représenter l'épure de la droite D d'équations : 


x+3y—21=0, 
2yt2:— 


Représenter l'épure de la droite D, déduite de D dans la translation de vecteur y (2, 2, 1). 
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Construire les épures des droites D, et D, d'équations respectives 


x—yt2-0, x+2y+4 
2y-z y+z-6 


Construire l'épure de la droite Dy, frontale d'éloignement 3, qui rencontre les deux droites 


données respectivement aux points A et B. 


Construire les épures des droites D, et D, d'équations respectives 
x-y-4c 
yt2z—6 


Construire la verticale D, qui rencontre D, et D, respectivement aux points A et B dont on 
représentera les épures. 


Construire les épures des droites D, et D, d'équations respectives 
x+y—4=—0, 2x—y—6 
y—2z+6=0. »+z+2 


Construire l'horizontale de cote 4 qui rencontre les deux droites données respectivement en A 
et B. Que peut-on dire de cette droite? 


Construire les épures des droites D, et D, d'équations respectives : 
2x—y—-8-0, 2y—x+7= 
2:-y—6-0 y 2:— 10-0. 

Construire la droite de bout D, qui rencontre les droites D; et D, respectivement en A et B, 

dont on indiquera les épures. 


Soit la droite D d'équations : 


Représenter son épure où l'on indiquera ses points d'intersection avec les plans suivants : 
Le premier bissecteur, le second bissecteur, le plan frontal de projection, le plan frontal d'éloi- 
gnement égal à + 4. 


Soit la droite D d'équations : 


2x+y—-2=0, 
y+3z—6=0. 


Représenter son épure où l'on indiquera ses points d'intersection avec les plans suivants : les 
plans de projections, les deux bissecteurs. 


Un plan est défini par deux droites concourantes D; et D. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par deux droites parallèles D, et Ds. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par un point A et une droite D ne passant pas par A. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par un point A et une horizontale D. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par un point A et une frontale D. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 
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17.27 


17.28 


17.29 


17.30 


17.31 


17.32 


1733 


17.34 


17.35 


17.36 


17.37 


17.38 


17.39 


17.40 


17.41 


17.42 
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Un plan est défini par trois points : 
A(—1,2 3, BG —1,5, C(—2—5,1) 


Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par deux droites concourantes D, et Dy. 
Déterminer les intersections de ce plan avec : le premier bissecteur et le second bissecteur. 


Un plan est défini par deux droites parallèles D, et Dy. 
Déterminer les intersections de ce plan avec les deux bissecteurs. 


Soit un quadrilatère pan ABCD. On connaît les épures de A, B, C et la projection frontale 
(ou horizontale) de D. Déterminer la seconde projection de D. 


Soit un plan défini par deux droites D, = (dj, dj) et D, = (da, d) telles que : d, = dj et d, = dj. 
Déterminer les traces horizontale et frontale de ce plan. 


Un plan est défini par un point A et une droite D. Déterminer par leurs épures : une horizon 
tale de cote donnée, une frontale d'éloignement donné. 


Un plan est défini par ses traces horizontale et frontale. Déterminer par leurs épures : 
une horizontale de ce plan de cote donnée, 

une frontale de ce plan d'éloignement donné, 

l'intersection de ce plan avec le premier bissecteur, 

l'intersection de ce plan avec le second bissecteur. 


Un plan est défini par un point A et une droite D contenue dans le premier bissecteur. Déter- 
miner ses traces horizontale et frontale, Déterminer son intersection avec le plan d'équation 
y=0. 


On donne un plan, à l'aide de ses traces, et un point A. Construire un plan parallèle au plan 
donné passant par A. 


On donne un plan, à l'aide de deux droites paralléles, et un point A. Représenter l'épure du 
plan passant par A et paralléle au plan donné. 


On donne un plan P par ses traces; un point A, une droite de bout D. Construire l'épure de 
la droite L passant par A, rencontrant D et parallèle à P. 


On donne deux plans P, et P,, un point A. Construire l'épure d'une droite passant par A et 
parallèle à P, et P,. 


On donne trois points A, B, C. Faire un changement de plan horizontal de facon que les nou- 
velles projections horizontales des points soient alignées. 


On donne trois points A, B, C. Faire un changement de plan frontal de facon que les nouvel- 
les projections frontales des points soient alignées. 


On donne deux plans P, et P, définis par leurs équations respectives 
»*:—-3-0, 2y—-3:t4—0. 
Déterminer l'intersection de ces deux plans, en utilisant un changement de plan de projection. 


On donne un plan P d'équation : y — 2 z — 4, et une droite D définie par les deux points : 
A(8,02 et  BQ,0—3. 
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17.44 


17.45 
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1747 


17.48 


17.49 


17.50 


17.51 


17.52 


17.53 


17.54 


17.55 


17.56 


17.57 


Déterminer, en utilisant un changement de plan de projection, l'intersection de la droite et 
du plan. 


On considère les droites D, et D, définies respectivement par les points : A; (2, — 3,5) et 
B, (4, — 3,7) pour Di, A,(1,2,6) et B,(5,2,1) pour D,. Déterminer, en utilisant un 
changement de plan, la perpendiculaire commune à ces deux droites de profil. 


On donne les trois points : 


A(G,1,1), B(-212,  C(G,1,7) 
Construire l'orthocentre du triangle ABC. 
On donne la droite de profil définie par les deux points : 
AG, —1,+7), B(—1,1. 


Déterminer par ses traces le plan médiateur du segment [A, BJ. 


On donne les points : 

AG,—43, B(,—2,) 
Ce sont les sommets d'un triangle ABC, supposé opaque. On considère des rayons lumineux 
parallèles au vecteur 4 (1, 0, 1). On appelle ombre portée par un point M sur le plan horizontal 


de projection, l'intersection, si elle existe, de la parallèle à 4 passant par M avec ce plan hori- 
zontal. Déterminer l'ombre portée par le triangle ABC sur le plan horizontal de projection. 


C(2,3,4). 


Déterminer l'intersection d'une droite horizontale et d'un plan déterminé par ses traces. 


Déterminer l'intersection d'une droite frontale et d'un plan déterminé par deux droites concou- 
rantes. 


Déterminer l'intersection d'une droite verticale et d'un plan déterminé par ses traces. 


Déterminer l'intersection d'une droite de bout et d'un plan défini par deux droites concou- 
rantes (ou paralléles). 


Un plan est défini par deux droites concourantes. Déterminer son intersection avec la ligne de 
terre, 


Un plan est défini par ses traces. Déterminer son intersection avec une horizontale (ou une 
frontale) donnée. 


Déterminer la droite d'intersection de deux plans dont on connaît les traces, lorsque celles-ci 
ne se coupent pas dans les limites de l'épure. 


Un plan est défini par ses traces horizontale et frontale. Un second plan est défini par deux 
droites parallèles. Déterminer la droite d'intersection de ces deux plans. 


On donne deux plans par leurs traces Pa.Q', RBS’ avec «P = «Q' et BR = pS’ les droites 
x P et & R étant sécantes en un point situé hors de la ligne de terre. Démontrer que l'intersec- 
tion de ces deux plans est perpendiculaire au deuxième bissecteur. 


On donne deux plans par leurs traces Pa Q' et RBS' avec x = B, «P = BS', aQ' = BR. 
Intersection de ces deux plans. 


Deux plans sont tels que leurs traces horizontales sont parallèles et leurs traces frontales 
concourantes. Déterminer la droite d'intersection de ces deux plans. 
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1759 


17.60 


1761 


17.62 


17.63 


17.64 


17.65 


17.66 


1767 


17.68 


1749 


1770 


1771 
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1774 


1725 


17.76 
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Un plan contient la ligne de terre et un point A. Un second plan est défini par ses traces. Déter- 
miner la droite d'intersection de ces deux plans. 


Deux plans sont définis par leurs traces qui sont distinctes, mais qui coupent la ligne de terre 
au méme point A. Déterminer l'intersection de ces deux plans. 


Déterminer l'intersection d'un plan de profil et d'un plan défini par ses traces (ou par deux 
droites concourantes). 


On donne les épures de deux points A et B et la projection horizontale d'un point C. Déter- 
miner la projection frontale de C sachant que le triangle ABC est rectangle en A. 


Soit un plan P donné par ses traces, et un point A. Construire l'épure de la perpendiculaire 
au plan P passant par A. 


Soit une droite D quelconque, et un point A. Déterminer l'épure du plan P passant par A 
et perpendiculaire à la droite D. 


On donne un plan P et deux points A et B de ce plan. Trouver dans P l'ensemble des points 
équidistants de A et B. 


On donne un point A, un plan P et une droite D. Construire un plan passant par A parallèle 
à D et perpendiculaire à P. 


Construire le sommet S d'un triangle isocèle SAB connaissant A et B et sachant que S est 
sur une droite donnée A. 


On donne trois points A, B, C non alignés, construire l'ensemble des points équidistants 
de A, Bet C. 


On donne deux droites horizontales D, et D,. Construire l'épure de leur perpendiculaire 
commune. 


On donne deux droites frontales D, et Dj. Construire l'épure de leur perpendiculaire commune. 


On donne deux droites D, et D, : D; est verticale, D, est horizontale. Construire l'épure de 
leur perpendiculaire commune. 


On donne la droite D, de bout et la droite D, frontale. Construire l'épure de leur perpendi- 
culaire commune. 


On donne un plan P et deux points O et A de ce plan. Construire le triangle équilatéral situé 
dans P de centre O et de sommet A. 


Résoudre l'exercice 17. 64 à l'aide d'un rabattement. 
On donne trois points A, B, C non alignés; construire l'orthocentre du triangle ABC. 


On donne trois points A, B, C non alignés; construire le centre du cercle circonscrit au triangle. 
ABC. Déduire de la construction précédente une autre méthode de résolution de l'exercice 
17. 67. 


Un plan P est donné par ses traces. Soit A et B deux points donnés de ce plan. Déterminer 
les positions possibles d'un point C situé dans P de telle sorte que le triangle ABC soit équila- 
téral. 


17.77 


17.78 


17.79 


17.80 


17.81 


On donne les trois points : 
A(-324, BQ,—43.  CG,6,1) 


Déterminer le point D du plan (ABC) tel que le triangle ABD soit rectangle en D et que les 
points C et D appartiennent au méme demi-plan limité par (AB). 


On donne un point A et une droite À (A ¢ A). Construire un carré ABCD sachant que B et D 
appartiennent à A. 


On donne un point A et une droite A (A ¢ A). Construire un rectangle ABCD sachant que B 
et D appartiennent à A et que d (B, D) = 2 d (A, B). 


Un tétraèdre régulier ABCD a ses trois sommets A, B, C dans le plan z = 0. Les points A et 
B sont donnés par : 


A(7,—2,0), B($3,0. 


Construire l'épure de ce tétraédre, sachant que le sommet C est le plus proche du plan frontal 
de projection et que le sommet D a une cote positive. 


Sujet d'étude 


Un cube ABCDA,B,C,D, est tel que AA, = BB, = CC, = DD). Sa diagonale AC, est verti- 
cale et on a : A (5, 0, 0), C, a une cote plus grande que celle de A. Son arête AA, est frontale 
et l'ordonnée de A, est négative. La longueur de chaque arête est égale à 4. Représenter 
l'épure du cube, en supposant celui-ci opaque. 
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18.1 INTRODUCTION 
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18] 
Statistique 


Ce chapitre de statistique est consacré exclusivement à la description et à la représen- 
tation des séries statistiques, sans aucune mention des paramètres caractéristiques. 
I s'agit donc uniquement de statistique descriptive. Nous avons présenté quelques 
documents statistiques, mais il serait souhaitable de consulter des documents pris 
par exemple dans le cours de géographie, ou empruntés à des journaux ou revues 
économiques. 


Considérons un groupe d'enfants et observons simultanément leur áge et leur poids. 
Il est bien évident que grosso modo le poids croit avec l’âge. Cependant, il n'est pas 
possible de donner exactement le poids d'un enfant si l'on connait son áge. On peut 
seulement affirmer que pour « beaucoup d'enfants » de tel âge, le poids est compris 
entre telle et telle valeur. On dira que la liaison existant entre l'áge d'un enfant et son 
poids est une liaison statistique. Bien que n'étant pas une relation fonctionnelle, une 
liaison statistique peut fournir de précieux renseignements. 

Pour étudier statistiquement un phénomène, il faut faire un certain nombre d'obser- 
vations. Ainsi dans l'exemple précédent il conviendrait d'observer, pour chaque enfant 
de l'ensemble considéré, son áge et son poids. La liste de ces renseignements s'appelle 
une série statistique. Dans l'exemple précédent la série envisagée concerne deux carac- 
féres attachés à chaque enfant : son âge, son poids. Les exemples suivants, plus simples, 
sont des séries statistiques concernant un seul caractére. 


EXEMPLE 1 


Pour un lot de pains dits « baguettes de deux livres », on a enregistré les masses 
suivantes en grammes. On a la série 


530, 525, 580, 535, 542, 554, 548, 560, 530, 540. 


2 

Pour un groupe d'enfants, on a relevé la taille en centimètres, de chacun d'eur, on a 
la série : 

115, 120, 117, 108, 120, 107, 111, 115, 113, 115, 110 


L'objet de la statistique est, en particulier, pour toute série d'observations, d'ordonner, 
de classer les renseignements pour en permettre une interprétation éventuelle. Il existe 
un vocabulaire précis, adapté à la statistique. Le paragraphe suivant le présente à l'aide 
de définitions et d'exemples. 


18. 2 DÉFINITIONS 


Les observations statistiques portent sur des ensembles d'objets (au sens le plus large). 


Chaque ensemble d'objets étudiés du point de vue statistique est appelé une popu- 
lation. On dit aussi parfois un ensemble statistique. 


EXEMPLES 
1. L'ensemble des pains soumis à la pesée dans l'exemple 1 précédent est une population 
statistique bien que chaque élément de l'ensemble considéré soit inanimé. 
2. L'ensemble des enfants étudiés du point de vue de leur taille dans l'exemple 2 précé- 
dent constitue une population statistique. 


Chaque élément d'une population statistique est appelé individu, ou encore unité 
statistique. 


EXEMPLE 


Considérons un ensemble P de pommes dont on se propose d'étudier le calibre. 
Toute pomme de l'ensemble P est un individu de cette population de pommes. 


REMARQUE 
Le vocabulaire statistique a été créé tout d'abord pour étudier des données démo- 
graphiques. C'est ce qui explique la présence des termes population, individu qui 
évoquent des étres vivants. Ce vocabulaire est actuellement étendu à tout ensemble 
statistique, qu'il comprenne des objets animés ou non, ou des êtres abstraits. 


Les individus d'une population donnée peuvent présenter plusieurs attributs. 


L'attribut sur lequel porte une étude statistique est appelé le caractère étudié. 


EXEMPLES 


Nous avons déjà rencontré le caractére poids dans les exemples précédents. 
On a également considéré le caractère faille et le caractère âge d'une population 
d'enfants. 


Étant donné une population statistique, on peut parfois faire une étude exhaustive, 
c'est-à-dire enregistrer un renseignement pour chaque individu, mais ceci n'est pas 
toujours possible ou souhaitable comme le montre l'exemple suivant. Une usine pro- 
duit des ampoules électriques et on se propose d'étudier pour cette production, la 
tension à partir de laquelle les lampes « claquent ». II rie serait pas raisonnable de détruire 
toutes les lampes. Il faudra procéder par sondage, c'est-à-dire choisir un lot de lampes 
dans la product et faire une étude restreinte à ce lot. Un tel sous-ensemble d'une 
population statistique est appelé échantillon. 

Se donner une série statistique à un caractére, c'est se donner une relation d'un ensemble E. 
d'objets a;, ou d'événements vers un ensemble F contenant les valeurs x; du caractère 
étudié, de façon qu'à tout objet a, soit associée la valeur correspondante x, du caractère 
étudié. Cette relation est donc une application de E vers F. 

Dans la plupart des cas, l'ensemble F est un ensemble numérique, mais il n'en est pas 
toujours ainsi (caractère, couleur, forme, aspect...). Lorsque F est un ensemble numé- 
rique, on est amené à distinguer le cas où F est une partie de Z et pour lequel on dit que 
le caractère prend des valeurs discrètes, du cas où F est un intervalle de IR et pour lequel 
on dit que le caractére prend des valeurs continues. 
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Lorsque F est un ensemble de nombres, la différence entre la plus grande et la plus petite 
valeur du caractère observé est l'amplitude de la série. 

Soit f l'application considérée de E vers F, on peut avoir un schéma sagittal tel que le 
suivant : 


E: Population à étudier 


F: Ensemble des valeurs du caractère 


Cette application peut ne pas étre injective. Dans le schéma précédent, nous avons pu 
constater que : 

f(a) — f (a) = x 
et de méme que : f (ay) = f (a) = xy. 


Si n, éléments de E ont même image x, par f, on dit que n, est l'effectif des individus 
ayant x, pour valeur du caractère. 


EXEMPLE 


Dans l'exemple ci-dessus, l'effectif des individus ayant x, pour valeur du caractére 
étudié est 2. 


Lorsque l'on collecte des résultats en vue d'une étude statistique, on attribue à chaque 
individu de la population étudiée une valeur et une seule du caractére considéré. On 
détermine donc une application f de l'ensemble population dans l'ensemble des valeurs 
du caractère étudié. Il peut être intéressant de présenter ces résultats de la façon suivante. 
Si l'effectif des individus ayant x, pour valeur du caractère est n, associons à chaque 
valeur x, le nombre 7, correspondant. On détermine ainsi l'application : 

FE —N 


XQ 0—— hy. 


La somme des effectifs attachés à chaque valeur du caractère est l'effectif total 
de la population étudiée. 


Il est parfois utile de considérer la fréquence du caractère x;, la définition en est donnée 
ci-dessous : 


Le rapport de l'effectif n; attaché à la valeur x, du caractère, à l'effectif total est la 
fréquence du caractère x. 


EXERCICE 
Soit la série 140, 130, 135, 135, 138, 142, 135, 140. 
Quelle est la fréquence des valeurs suivantes : 130, 135, 140. 


18.3 UTILISATION DE TABLEAUX POUR PRÉSENTER LES OBSER- 
NS 


VATIO 


a) Exemple 1. 


Considérons un ensemble d'événements liés au jet d'un dé à six faces. Pour chaque jet 
de ce dé, étudions la valeur du caractére : « nombre porté sur la face supérieure ». Le 
tableau suivant résume cette situation : 


ag 


On peut se contenter de ne donner que la deuxième ligne du tableau. 

Il est possible de ranger les valeurs x, de la plus petite à la plus grande en notant à chaque 
fois l'effectif correspondant. On obtient alors le tableau suivant où l'on a de plus indiqué, 
pour chaque x; la fréquence correspondante. 


Valeur du caractére x, Effectif n, Fréquence fy 


Somme des n, : 10 


b) Exemple 2. 


Considérons la série statistique concernant le caractére taille et relevée dans une classe 
de vingt élèves. 

Dans l'exemple 1 (18.3 a) les valeurs du caractère étaient discrètes; ici, le caractère (la 
taille) peut être mesuré et sa valeur peut donc théoriquement être un nombre réel positif 
quelconque, cependant, en pratique, compte tenu de la précision limitée des mesures 
physiques effectuées, on n'aura que des nombres décimaux avec deux chiffres après la 
virgule si l'unité est le mètre ou des nombres entiers si l'unité est le centimètre. On peut 
se contenter de la suite des vingt tailles relevées, sans indiquer le nom de l'élève concerné 
par chacune. 
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Tailles en centimètres : 155, 163, 167, 162, 161, 162, 170, 167, 160, 164, 162, 165, 157, 159, 
163, 164, 157, 169, 166, 164. 

Pour étudier plus facilement cette série, on peut classer les tailles en plusieurs tranches 
de tailles. Ainsi on peut faire un découpage de deux centimètres en deux centimètres. 
On obtient les classes suivantes : 


[155, 157[ groupant les x; tels que 155 < x, < 157 
1157, 159[ groupant les x; tels que 157 < x, < 159 
[159, 161[, [161, 163[, [163, 1650 [165, 167, [167, 169[, [169, 171. 


On a réalisé une partition de l'ensemble des valeurs x; en classes d'égale amplitude. 
Dans la suite de l'étude, tout élément de la classe [155, 157[ sera représenté par 156, de 
méme [157, 159[ sera représenté par 158, etc. C'est une approximation évidemment, 
mais qui peut simplifier l'étude de la série. Les valeurs 156, 158, 160, 162, 164, 166, 168, 
170 sont appelées valeurs centrales des classes. 

Le tableau suivant résume la situation : 


Classes | Valeurs centrales x, Effectifs n; 
Unité le em | de chaque classe 


de chaque classe 


[155,157 
(157, 159[ 
[159, 161[ 
(161, 163 
[163, 165[ 
[165, 167[ 
(167, 169[ 
[169, 171[ 


18.4 REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES 


On peut imaginer plusieurs représentations graphiques pour une série statistique, nous 
donnons dans ce paragraphe les représentations les plus usitées. 


2) Diagramme en bátons. 
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On utilise un système d'axes et on note les x, sur l'axe des abscisses. A partir du point 
d'abscisse x, de cet axe, on trace un trait dont la longueur est proportionnelle à l'effectif n, 
correspondant, ou de longueur proportionnelle à la fréquence de x; selon qu'il s'agit 
d'un diagramme des effectifs ou d'un diagramme des fréquences. 


EXEMPLE 
En reprenant l'exemple 1 du paragraphe 18.3 a, on obtient le diagramme en bâtons 
suivant, représentant les effectifs. 


effectifs ni 


3i 
2 
| | D, | 
| - 
1 2 3 4 5 6 


b) Histogramme. 


Lorsque les observations, c'est-à-dire les valeurs du caractére étudié ont été groupées 
en classes d'égales amplitudes, on utilise, au lieu des bâtons précédents, des bandes rec- 
tangulaires ayant la largeur de chaque classe et dont l'autre dimension est proportion- 
nelle à l'effectif de la classe considérée. Le diagramme obtenu s'appelle un histogramme. 


EXEMPLE 
En reprenant l'exemple 2 du paragraphe 18.3 b, on obtient l'histogramme suivant. 


A 
169 171 


165 167 


163 


c) Polygone statistique. 
Si l'on joint par un trait les différents points de coordonnées (xs, 7) d'un diagramme en 
bátons, on obtient un diagramme appelé polygone statistique. 
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EXEMPLE 1 


Le schéma suivant est le polygone statistique des effectifs correspondant à la série 
présentée au 18.3 a. 


effectifs nij 


T Or v 


EXEMPLE 2 


Le schéma suivant est le polygone statistique des effectifs correspondant à la série 
présentée au 18.3 b. 


effectits. 


: M - + —— 
154 156 158 160 162 164 166 168 170 172 Xi 


On a complété les huit classes déjà déterminées par les classes [158, 155[ et [171, 173] 
d'effectif nul. 


d) Graphiques divers. 


Nous donnons ici quelques exemples de représentations dont l'interprétation est immé- 
diate. 


4 Effectifs des agents de l'État, 
en 1969, en milliers. 


Budget de la France en 1969 > 
en milliards de francs 
Total : 171,4. 


4 Effectifs des instituts universitaires 
de technologie (1968-1969). 
Total : 11 809 étudiants. 
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Effectifs des entreprises publiques » 
en milliers, au 1-1-1968 
(sauf P.T.T.). 


3324 


NN DS 


18.5 EFFECTIFS CUMULÉS, FRÉQUENCES CUMULÉES 


En considérant la série statistique de taille du 18.3 b, on peut se poser la question : 
Combien d'élèves ont-ils une taille inférieure ou égale à telle valeur de x;? Leur nombre 
est ce qu'on appelle l'effectif cumulé des valeurs inférieures ou égales à x;. Effectifs 
On peut faire le cumul pour chaque valeur x;, ou, aussi, pour chaque valeur centrale de cumulés 
classe seulement. C’est ce dernier travail qui est présenté dans le tableau ci-dessous. 

On considère parfois d'une façon analogue les fréquences cumulées. La fréquence cumulée 
correspondant à x, est la fréquence des valeurs inférieures ou égales à la valeur xj. 


>— 


1 ! 
+ i I 
T e 
Voca d jus | 
Classes " I i | 1 
Unité le cm REN —4 l'en adi 
Tire] seals mani | 
I I 
1155, 1571 jr adero um. am [oeil 
x I 
(157, 1591 emp E eem e d 
(159, 161[ | | H | | | | 
| “re dei pde ca i m nm 
| 1161, 1631 155 157 159 161 163 165 167 169 E" 
163, 165| : 
| ü ii On peut envisager de façon analogue la fonction de répartition des fréquences, les valeurs 
| (165, 167 de cette fonction F étant toutes comprises entre 0 et 1. 
F 
| [167, 1691 x © (somme des fréquences de x, telles que x, < x) 
x — FQ). 
(169, 171[ 
| 
| 
Fréquences 
On peut donner des représentations graphiques de fréquences et d'effectifs cumulés, cimulées 
diagrammes en bâtons ou polygones construits comme on l'a vu précédemment. 
18.6 FONCTION DE RÉPARTITION 1 
| 090 
A chaque valeur x, associons l'effectif des valeurs x, strictement inférieures à x. 080| 
070| »—e9 
| x ++ (somme des x, tels que x, < x) 1 
| x — EG. | 
| 045! > 
On obtient une fonction en escalier si l'on fait une répartition en classes. Cette fonction dar 
est appelée fonction de répartition des effectifs. 025 a 
| Le graphique suivant représente la fonction de répartition des effectifs de la série étudiée exl x | 
j | 
au 18.3 b. de >— PT 
On a E (155) = 0, E (157) = 1 etc. On a conventionnellement indiqué ceci à l'aide de Acca m Rcge vl 
gros points rouges placés à droite des segments représentatifs. 155 157 159 161 163 
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EXERCICES 


181 Des pommes doivent être calibrées en vue de leur vente. Pour faire ce travail on dispose de 
six calibres dont les diamètres respectifs sont indiqués en millimètres : 55, 60, 65, 70, 75, 80. 
Les diamètres de ces pommes, en mm, sont les suivants : 52, 56, 76, 73, 62, 78, 68, 57, 50, 58, 
64, 61, 69, 71, 74, 56, 63, 73, 63, 61, 72, 72, 57, 62, 66, 68, 79, 59, 61, 67, 78, 66, 51, 77, 82, 49, 
63, 77, 83, 58, 61, 50, 67, 87, 57, 72, 64, 66, 77, 72. 
On demande de classer ces pommes en utilisant les calibres indiqués. 
On obtiendra sept classes. Quel est l'effectif de chaque classe? Quelle est la fréquence de chaque 
classe? Construire l'histogramme des effectifs. Quelle est la fréquence des individus dont le 
diamètre est inférieur à 65 mm et celle des individus dont le diamètre est supérieur à 70 mm? 
Déterminer la fonction de répartition des effectifs, en donner une représentation graphique. 


182 Dans une classe de vingt-huit élèves tous étudient au moins l'une des langues suivantes : anglais, 
allemand, espagnol. Dix-huit élèves étudient au moins l'allemand et huit au moins l'espagnol; 
un seul élève étudie les trois langues; neuf élèves étudient au moins l'allemand et l'anglais; 
quatre éléves étudient au moins l'anglais et l'espagnol; tous ceux qui étudie l'espagnol étudient 
au moins une autre langue. 

Quelle est la fréquence des élèves qui étudient au moins l'anglais? 

Quelle est celle de ceux qui étudient seulement l'allemand? 

Donner une répartition des effectifs par groupes d'éléves en indiquant pour chaque groupe toutes 
les langues étudiées. Construire une représentation graphique en secteurs pour cette répar- 
tition. 


183 Dans un atelier, vingt-cinq ouvriers fabriquent des pièces d'un même type. Certaines de ces 
pièces sont mises au rebut pour défectuosité. La série suivante donne, pour chaque ouvrier, 
Je nombre de pièces mises au rebut pour deux cent pièces retenues : 
3, 11, 8, 7, 4, 6, 8, 4, 5, 17, 15, 5, 12, 7, 10, 9, 3, 7, 13, 16, 11, 9, 8, 7, 9. 


1° Ranger ces observations par valeur non décroissante. 

Quelle est l'amplitude de cette série? 

2 Classer les valeurs ci-dessus de 5 en 5 à partir de 0 (moins de 5, de 5 à 10 exclu, ...). 

Quel est l'effectif de chaque classe? Quelle est la fréquence de chaque classe? Donner une. repré- 
sentation graphique de la fréquence de chaque classe sous forme d'un polygone statistique. 
Déterminer la fonction de répartition des effectifs et en donner une représentation gra- 
phique. 


184 Une enquête d'opinion sur la musique a donné les résultats suivants : 
Sur 261 personnes interrogées, 
71 préfèrent la musique classique, 
62 préfèrent le jazz, 
57 préfèrent les chansons françaises, 
3 préfèrent la musique militaire, 


27 préfèrent la musique contemporaine, 
18 préférent le flamenco, 
17 préfèrent les négro-spirituals. 


Déterminer la fréquence de chaque type de réponse et en donner une représentation graphique 
en bátons, puis une représentation graphique en secteur. 


185 On examine un lot de gousses de pois de senteur et l'on note pour chacune sa longueur en mm 
et le nombre de graines situées à l'intérieur. 
On obtient la double série suivante : 
Taille x, 71 54 82 84 74 91 82 53 76 56 69 70 78 72 80 52 


Nombre de graines y| 4 1 7 11 6 7 7 4 8 2 3 7 7 7 8 $ 
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74 82 87 47 78 52 70 45 41 49 81 75 65 54 64 85 75 53 68 67 


83 
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Quelle est l'amplitude de chaque série? 

Établir un graphique utilisant deux axes et où chaque gousse soit representée par un point de 
coordonnées (x, yı). Quelle remarque peut-on faire en observant ce graphique? 

Classer les gousses : 

1° Par tailles, de 5 en 5 mm. 

2? Par nombre de graines, de 3 en 3. 

Construire le graphique en bâtons des fréquences pour chaque série. 

Déterminer la fonction de répartition des effectifs pour la série des tailles. 


18.6 On a relevé les rapports du tiercé pendant les sept premiers mois de l'année 1968 pour 
trois francs. L'unité étant le franc, on a la série suivante : 


5794 587 7325 6751 385 102 1500 17937 939 

648 2287 2105 2639 492 703 8107 5341 8072 
1747 4589 1077 9722 8155 24467 4096 10537 6829 
2817 5755 400 T4 3603 3364 224 682 1527 


Classer ces renseignements en considérant par exemple les gains de moins de 500 F, de 500 à 
1 000, de 1 000 à 2 000, de 2 000 à 5 000, de 5 000 à 10 000, de 10 000 à 15 000, de 15 000 à 20 000, 
de plus de 20 000. 

Quel est l'effectif de chaque classe, la fréquence de chaque classe? 

Construire un histogramme des effectifs et un histogramme des fréquences. 

Représenter graphiquement la fonction de répartition des fréquences. 


187 Les nombres qui suivent représentent la consommation de l'ensemble de ménages français 
en 1968 en milliards de francs. 


Alimentation Habitation :74 Loisirs — :32 
Santé Habillement : 37 Restaurant : 35 
Transport 


Faire une représentation en secteurs de cette répartition des dépenses. 


188 Pour l'année scolaire 1969-1970 on a relevé les effectifs des étudiants inscrits dans les diverses 
facultés et instituts de trois universités françaises. 


Grenoble 


Lyon (État) | St-Étienne 


Médecine et pharmacie 


2300 


19.960 


1000 


Droit 


7010 


531 


Lettres 


9880 


890 


6670 


430 


1775 
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En employant une couleur différente par faculté, construire sur le même graphique le diagramme 
en bâtons représentant les effectifs par type d'activité. 

Calculer le pourcentage d'étudiants inscrits dans telle faculté ou IUT par rapport au nombre 
total d'étudiants inscrits dans telle université et ceci pour chacune d'elles. 

Construire par université une représentation en secteurs de ces pourcentages. 


18.9 On a relevé le numéro gagnant de la course de chevaux du tiercé pour les sept premiers mois 
de l'année 1968. On obtient la série suivante : 


14 18 n 2 19 18 11 8 2 6 10 10 
m 13 2 16 23 4 12 10 3 2 18 2 
12 12 6 n 20 4 9 z 4 10 6 5 


Donner pour chacun des numéros de 1 à 23 l'effectif correspondant, puis la fréquence. 
Construire le diagramme en bâtons des fréquences et le polygone statistique des effectifs. 
Représenter graphiquement la fonction de répartition des fréquences. 


18.10 Une statistique sur le poids de chacun des enfants d'un groupe d'enfants de sept ans donne 
la série suivante (unité le kg) : 
21:505» 123. 123» «24 199 *23 TRE 20 ET 19» 74339 17 
amos rz RENTE. 29M 20/9719. —2 39720 "M9. 2 
Classer ces renseignements en classes d'amplitude 2. 
Donner l'effectif de chaque classe, la fréquence de chaque classe. 
Construire une représentation graphique de la fonction de répartition des fréquences par classe. 


18.11 Une enquête médicale sur le nombre de dents saines de chaque personne d'un groupe de per- 
sonnes de 40 ans a donné la série suivante : 
30 324 0 "NT. aoa ge OD 2. 30. aS iP: 2T 
30 27 29 31 17 28 29 26 25 3 a 29 24 
awe D NI CM 3 LO 
Classer ces renseignements de 4 en 4. 
Donner l'effectif de chaque classe et sa fréquence. Déterminer et représenter graphiquement 
la fonction de répartition des fréquences par classe. 
Quelle est la fréquence des individus ayant moins de 20 dents saines? Ce renseignement peut-il 
s'obtenir à l'aide de la fonction de répartition étudiée? 


18.12 On a pesé un lot d'œufs de poule. L'unité employée est le gramme. On a obtenu la série sui- 
vante : 
50 G 35 70 6 56 6 50 64 6 62 58 6 6 
65 57 45 56 61 49 60 50 48 64 61 65 5 S 
63 61 d 56 50 © 58 62 64 9 63 6! 
Classer ces renseignements de 5 en 5. 
Donner l'effectif de chaque classe et sa fréquence. 
Faire une représentation cartésienne de la fréquence. 
Déterminer la fonction de répartition des fréquences et en donner une représentation graphique. 
Quelle est la fréquence des œufs dont le poids en grammes est strictement compris entre 50 
et 60? 


18.13 On a relevé dans une entreprise le nombre le jours d'absence de chaque ouvrier pour maladie 
pendant l'année 1968. On a obtenu la série suivante : 
FL OC IB CETERO TS 6 n 202 3 2 
1 0 5 10 9 6 2 3 0 1 0 0 3 6 
4$- "Aw 1 Xd T2 wi. 7 5 44 UR 
Classer ces renseignements. 
Donner, pour chacune des classes que vous avez déterminée, l'effectif et la fréquence. 
Construire le polygone des fréquences en utilisant le centre de classe. Déterminer la fonction 
de répartition des fréquences. En donner une représentation graphique. 
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18.14 Un lot de pièces moulées, d'un méme type, est soumis à la pesée. On obtient les poids suivants 
en grammes : 
387 380 375 382 378 381 376 386 379 380 383 390 
377 307 379 382 375 383 382 381 378 376 384 379 


385 387 381 380 375 380 383 376 382 379 381 383 
378 381 380 379 379 381 375 386 380 378 382 381 


Traiter statistiquement ces informations. 


18.15 On a relevé chaque jour les températures extérieures en degrés C à sept heures, sous abri, en un 
lieu donné et on a classé les résultats obtenus en une année. 


Déterminer le polygone statistique des fréquences par classe. 
En donner une représentation par secteurs. 
Déterminer et représenter la fonction de répartition des fréquences. 


18.16 Prendre un poème classique d'une dizaine de lignes environ et étudier la répartition des lettres 
utilisées pour écrire ce poème, puis la répartition du nombre de lettres identiques d'un type 
donné par mot. (Faire par exemple une étude pour les « a », une étude pour les « m » et une 
étude pour les « e ».) 

Ensuite associer à chaque mot du poème le nombre de lettres de ce mot et étudier statistiquement 
la série obtenue. 


18.17 Le graphique polygonal suivant (voir p. 378) indique les notes d'un éléve pour les disciplines 
indiquées. Tranformer ce graphique : 


1? en graphique par secteur; 
2 en graphique rectangulaire. 
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Anglais Sc. Nat. 


Dessin 


18.18 Pour une étude de puissance d'un réacteur atomique, on relève le nombre de neutrons frappant 


un détecteur pendant des intervalles de temps successifs et égaux. Pour 49 intervalles on a la 
série suivante : 

126, 117, 133, 131, 130, 125, 102, 128, 122, 123, 120, 124, 125, 135, 130, 111, 131, 113, 123, 120, 
107, 108, 122, 98, 134, 129, 114, 124, 144, 121, 126, 112, 122, 122, 128, 125, 128, 125, 129, 101, 
118, 134, 122, 114, 130, 123, 151, 129, 133. 


Étudier cette série statistique. 

18.19 On lance cent fois de suite un dé. On obtient les résultats suivants donnés en dix groupes de 
dix résultats, 
4 2 3 6 1 2 1 4 6 4 
3 4 4 4 2 1 1 1 1 4 
6 3 6 2 5 2 4 3 1 6 
5 6 4 3 4 5 2 1 3 3 
3 6 6 4 5 5 3 3 4 5 
1 4 t 5 6 3 3 5 4 2 
1 4 3 5 5 2 6 5 4 5 
4 6 2 3 3 4 2 4 4 3 
6 4 1 6 3 3 1 5 5 6 
2 5 4 4 1 2 6 2 2 2 
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Construire le diagramme en bátons des fréquences : 
19 Pour le premier groupe de dix résultats. 
2 Pour les cinquante premiers résultats. 


3° Pour la série entière. 
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Probabilités 


19.1 


Nous étudions dans ce chapitre la notion de probabilité et celle d'espace probabilisé 
fini. Nous partons d'exemples étudiés de façon intuitive et nous formalisons ensuite 
les idées essentielles en construisant une théorie simple des probabilités sur un 
ensemble fini. Nous soulignons les relations entre le langage ensembliste et le langage 
probabiliste et nous étudions en détail plusieurs situations concrétes sous forme 
d'exercices. 

N.B. Les paragraphes 9 et 10 de ce chapitre ne figurent pas au programme de 
Première D. 


INTRODUCTION 


Lorsqu'un phénomène est déterminé par une loi connue, on peut utiliser cette loi pour 
faire des prévisions. Par exemple, considérons des fruits coûtant 2,50 F par kilogramme. 
Le prix x de p kilogrammes sera donné en francs par : 


x=2,5p. 


Par application de cette formule, on peut prévoir la somme à payer pour l'achat d'un lot 
quelconque de ces fruits de poids connu, sans avoir à les acheter effectivement. Cependant 
toutes les situations ne sont pas aussi simples : par exemple, dans une partie de pile ou 
face on ne peut pas dire à l'avance si c'est pile qui sortira ou si c'est face. Un tel phéno- 
méne semble échapper à toute prévision. On dit qu'il est aléatoire. 

Cependant accepteriez-vous de jouer au jeu de pile ou face dans les conditions suivantes : 
Si c'est pile, vous gagnez 1 F, si c'est face, vous perdez 2 F? 

Vraisemblablement non car intuitivement on pense que face a autant de chances de sortir 
que pile et que dans les conditions précédentes on a plus de chances de perdre son argent 
que d'en gagner. 

Nous vous proposons de réfléchir sur les jeux suivants et de dire si vous accepteriez d'y 
jouer. 

1°" jeu. Vous tirez, sans tricher et au hasard, une carte dans un jeu de 52 cartes. Si c'est. 
un roi vous gagnez 1 F, si ce n'est pas un roi vous perdez 1 F. 

2* jeu. Vous tirez, sans tricher, une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. Vous gagnez 
un franc si c'est une figure ou un as, vous perdez un franc si c'est l'une des cartes sui- 
vantes : 7, 8, 9, 10. 

3* jeu. Vous jouez à pile ou face : Si c'est face vous gagnez deux francs, si c'est pile 
vous perdez deux francs. 

L'objet des probabilités est d'étudier, d'un point de vue théorique les phénoménes 
aléatoires. 
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19. 
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2 ÉTUDE D'EXEMPLES 


a) Exemple 1. 
Une pièce de monnaie étant jetée trois fois en l’air, on peut obtenir soit pile, soit face 
pour le premier lancer, puis, soit pile, soit face pour le deuxième lancer, etc. 
En notant P pour le résultat pile et F pour le résultat face, on peut trouver toutes les 
possibilités à l’aide de l’arbre suivant : 


1° lancer 


Le trajet en trait rouge correspond à la possibilité d'obtenir, dans cet ordre, pile, face 
pile. Nous noterons PFP cette possibilité. Il y a huit possibilités qui sont : PPP, PPF, 
PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF. Les événements correspondant à chacune de ces pos- 
sibilités sont appelés événements élémentaires. 

Si la pièce n’est pas truquée, à chaque lancer, il y a autant de « chances » de faire sortir 
face que pile et, pour trois lancers, nous attacherons la méme « chance » à chaque événe- 
ment élémentaire. 

Il est temps maintenant d'abandonner le terme « chance », trop vague, pour utiliser le 
mot probabilité. 

Dans notre exemple, il y a huit événements élémentaires; chacun étant également pro- 


1 
bable, nous lui attachons la probabilité & (on dirait communément « une chance sur 


huit »). 

Mathématiquement, nous avons une application de l'ensemble des événements dans R. 
En notant (PPP } l'événement associé à l'éventualité PPP et en généralisant la notation 
à tous les événements possibles nous aurons : 


(PPP) .——- 


{PF} .—— 


ooi ce 


(FFF) 


19.3 DÉFINITIONS 


REMARQUE 
Si nous considérons l'événement « obtenir l'un quelconque des huit événements 
élémentaires », sa probabilité est 1. Cet événement est certain puisqu'on ne peut 
obtenir d'autres possibilités que les huit déjà mentionnées. 


Étudions l'événement « sortir une fois pile ». Cet événement peut étre obtenu par PFF 


A 
L'événement « sortir trois fois pile » ne peut être obtenu que par PPP, sa probabilité 


tE 
=y 


ou FPF ou FFP, nous lui attachons la probabilité i T i + i soit à 


b) Exemple 2. 

Vous connaissez le jeu de la roulette. Un nombre z, tel que 0 < n « 36 est obtenu au 
hasard par le lancement d'une bille sur un plateau tournant. La sortie d'un nombre 
donné est un événement élémentaire. On peut miser sur la sortie de tel nombre, mais on 
peut aussi jouer sur « pair » (sortie d'un nombre pair), sur « impair » (sortie d'un nombre 
impair), sur « passe » (sortie d'un nombre de 19 à 36 inclus), sur « manque » (sortie d'un 
nombre de 1 à 18 inclus). Il y a d'autres possibilités. « Pair », « impair », « manque », 
« passe » sont des événements liés au jeu de la roulette. 

Les nombres susceptibles de sortir sont compris entre 0 et 36 au sens large, 
37. La détermination du numéro gagnant pour une partie donnée est 
conditions qui laissent à chaque nombre la méme chance de sortie. Nous dirons qu'il y a 
équiprobabilité de sortie des nombres de 0 à 36 et nous attacherons à chaque événement 


élémentaire la probabilité E Dansces conditions, la probabilité de l'événement « passe », 
que l’on peut noter (19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36} 
sera X 18 soit. a 


37 37 
EXERCICE 
Déterminez la valeur de la probabilité de l'événement « première douzaine » au jeu 
de la roulette. 


Dans le paragraphe suivant nous allons préciser la théorie entrevue dans l'étude intuitive 
de ces cas particuliers et nous donnerons des exemples à partir de ces cas. 


a) Ensemble Q d'éventualités. 


Dans la schématisation de la réalité que l'on va effectuer pour étudier mathématique- 
ment des situations telles que celles qui ont été décrites ci-dessus, la première démarche 
consiste à déterminer l'ensemble @ des éventualités associées à une épreuve donnée 
(par exemple : lancer un dé, tirer une carte dans un jeu de trente-deux cartes). 

Le choix de Q dépend du point de vue que l'on veut adopter et du genre d'étude que 
l'on veut faire : dans le lancer d'un dé on pourrait considérer que les éléments de Q sont 
les trajectoires possibles du dé, mais dans la plupart des cas, c'est cependant à la position 
finale que l'on s'intéresse, et Q aura pour éléments les positions caractérisées par le 
chiffre de la face supérieure, d’où Q = (1, 2, 3, 4, 5, 6). 

Le choix de Q précède et conditionne l'étude mathématique. Nous nous bornerons ici 
au cas où Q est fini. 
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b) Ensemble des parties de ©. Événements. 


€) 
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Q étant connu et fini, on peut déterminer l'ensemble F (N) des parties de Q. Chaque 
élément de j (N), c'est-à-dire chaque partie de O est appelé un événement. 


EXEMPI 
1. Avec le jeu de la piéce lancée trois fois, l'événement « Pile sort en premier » sera 
noté (PPP, PPF, PFP, PFF}. 
2. Au jeu de la roulette l'événement « première douzaine » est l'ensemble 
(1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12). 


Chaque partie de Q possédant un seul élément (singleton) est appelé un événement 
élémentaire. Les événements élémentaires sont disjoints deux à deux. 


EXEMPLE 


Au jeu de la roulette, {1 } est l'événement « sortie du 1 ». 
{3}, {29} sont d'autres événements élémentaires de ce jeu. 


L'événement lié à « pair ou manque » dans le jeu de fa roulette est l'ensemble P U M 
si l'on note P l'événement lié à la sortie d'un nombre pair et M l'événement lié à la 
sortie d'un nombre de 1 à 18 inclus. 
L'événement lié à « pair et manque » est l'ensemble P n M soit 

{2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18). 
On remarque la possibilité de deux langages pour désigner le méme événement : lan- 
gage ensembliste quand nous écrivons P N M, langage probabiliste quand nous voulons 
rappeler, en notant P et M une proposition caractéristique de P n M, la conjonction 
(x € P et x € M). De méme P ou M rappelle la proposition caractéristique de P U M, 
la disjonction (x € P ou x € M). 
Nous choisissons d'utiliser le vocabulaire des ensembles à propos des événements 
dans la suite du cours. 


Probabilité. 


Une probabilité p estune application « additive » de $ (9) dans [0, 1] qui vérifie : 
p(g)=0,  p(Qet. 
facon suivante : Pour tout couple (A, B) d'événe- 


L'additivité de p s'exprime de 
ments tels que A n B = Ø : 
P(AUB)=p(A)+p(B) o 


Nous allons chercher à exprimer la probabilité de A U B d'une autre facon. Quels 
que soient les événements A et B 
ona: AU B= (A — B) u (B — A) U (A N B). 


Les parties A — B, B — A, A N B sont deux à deux disjointes. 
On a donc : 


p (A U B) = p (A — B) + p (B — A) + p (A N B) © 


D'autre part: A—(A—B)U(AnB et (A—B)Nn(AnB)= ø 
B—(B—A)U(ANB) et (B—A)n(ANB)— gø 


On a alors : p (A) = p (A — B) + p (A N B) 
p (B) = p (B — A) + p (A N B). 


En portant les valeurs de p (A — B) et de p (B — A) dans (1), 
ona: 


p (A U B) = p (A) — p (A n B) + p (B) — p (A N B) + p (A N B) 
P(AUB)=p(A)+p(B)—p(AnB) (D. 


D'autre part dans le cas où A N B= 4, on retrouve à partir de (II) la relation (I). 


Les conditions posées pour p sont donc équivalentes à : p(Ø) = 0, p(Q) = 1 
et pour tout couple (A, B) d'événements p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A n B). 


REMARQUE 1 


Nous venons de voir qu'une probabilité est une application d'un ensemble 
d'ensembles dans IR; vérifiant certaines conditions. Vous connaissez déjà des 
applications d'un ensemble d'ensembles vers R, qui vérifient des conditions ana- 
logues. En particulier, considérant un ensemble de segments de droite, une unité 
de longueur étant choisie, on sait associer à chaque segment un nombre positif 
appelé mesure de sa longueur, et si s, et s, représentent deux segments quelconques, 
on a bien si sı N s, = Ø, mes (S, U s) = mes s, + mes sy. 

Les mesures de surface, de volume sont aussi des applications rentrant dans la même 
catégorie. Ces applications s'appellent des mesures. 

Une probabilité est un cas particulier de mesure. 

Signalons que dans les cas étudiés dans ce livre, cette mesure est définie sur l'ensemble 
S (Q) des parties d'un ensemble fini, ce qui est loin d'être la situation générale qui 
sera étudiée plus tard. 


REMARQUE 2 


Comme nous ne considérons cette année que le cas Q fini, il est commode de se 
donner p en indiquant les valeurs de p pour chaque événement élémentaire (x,) 
en respectant la condition : Somme de tous les p (x;) = 1, ce que l'on peut noter 


si Q comprend n éléments > p{x}=1 


[zi 
Tout événement étant la réunion d'événements élémentaires (deux à deux disjoints), 
on peut alors trouver sa probabilité à partir des données ci-dessus. 

Cette façon de se donner l'application p n'est pas la seule mais c'est la plus com- 
mode. 

Vous remarquerez que la notation p (x,) est un abus, on devrait écrire p ((x,)). 
Nous utiliserons souvent cet abus de notation pour simplifier l'écriture. 


REMARQUE 3, OROISSANOE DE L'APPLICATION p. 
La probabilité p a été définie comme une application de $ (Q) dans [0, 1]. 
L'ensemble $ (O) des parties de Q est ordonné par la relation d'inclusion C. 
L'ensemble [0, 1] est ordonné par la relation « inférieur ou égal à » notée <. 
Soient A et B deux événements quelconques éléments de $ (Q), 
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19.4 ESPACE PROBABILISÉ FINI 


$(0) — 10,1 
A ++ p(A) 
B+— p») 
B— A m p(B— A) 
SiACBona: B— AU [$= A U (B — A). 
A«et B — A sont disjoints, on a donc dans ce cas : 
p IA U (B— AJ] =p (A) - p(B— A) 
donc : p (@) =p (A) + p(B— A) 
comme p B — A)>0,ona: p(A)< p (B). 
On vient de démontrer que, quels que soient les événements A et B, 
ACB =—> p(A)«p(B. 
On dit que la probabilité p est une application croissante de $ (Q) (muni de l'inclu- 
sion) dans le segment [0, 1] (ordonné par la relation <). 


EXERCICE 
Montrer que la condition : « pour tout couple (A,B) d'événements tels que 
ANB -— 2, on a p (AUB) =p(A) + p(B) » entraine p (2) = O (faire 
A=B= 9). 


On appel ace probabilisé fini le triplet (Q, F (Q), p) formé d'un ensemble Q 
fini, de l'ensemble des parties de Q, d'une probabilité p qui est une application de 
source $ (Q) vérifiant les conditions vues au c du paragraphe 19.3. 


Le schéma probabiliste (Q, $ (Q), p) rend compte d'une situation où Q est donné et 
où l'on a choisi convenablement des p {x,}. Un cas particulièrement intéressant est 
celui où tous les p {x,} sont égaux, c'est-à-dire où la probabilité prend la méme valeur 
pour chaque événement élémentaire. On dit dans ce cas que les événements élémentai 
considérés sont équiprobables. Cette hypothèse d'équiprobabilitéest d'autant plus plausible 
que l'on est plus sûr que les conditions physiques de production des événements élé- 
mentaires sont les mémes pour tous. 


EXEMPLES ET OONTRE-EXEMPLES 

1. L'exemple déjà étudié d'une partie de pile ou face à trois lancers est un cas où les 
événements élémentaires sont équiprobables. 

2. Considérons le jet d'un dé à six faces numérotées de 1 à 6. Si le dé a une forme régu- 
liére (cube) et s'il est fait d'une matière homogène, chaque numéro a la méme pro- 
babilité. Cependant on peut fabriquer des dés où le centre de gravité n'est pas à la 
même distance de chaque face (dés pipés). Dans ce cas il faudra rejeter l'hypothèse 
d'équiprobabilité. 

3. Un dé truqué comporte les numéros 6, 1, 2, 4, 5, 6. Si l'on s'intéresse au nombre 
relevé après un lancer de ce dé, on peut considérer un ensemble Q à cinq éventualités 
(1, 2, 4, 5, 6}, mais les événements élémentaires ne sont pas équiprobables dans ce 
cas : en effet, on comprend que la probabilité de « sortir 6 » est double de celle de 
« sortir 2 », en particulier, 


Considérons un espace probabilisé fini (Q, $ (Q), p) tel qu'à chaque événement élémen- 
taire soit associé le méme nombre par l'application p. Si Q comporte n éléments, la 


1 
probabilité de chaque événement élémentaire est [+ 
Dans ce cas, la probabilité d'un événement A se calcule ainsi : 


Card. A. 
Card. à 


pA -ix Cardinal de A — 


19.5 


Si la partie A comporte k éléments, appelés cas favorables, le nombre total des éven- 
tualités étant n on a : 
. nombre de cas favorables — k 
P (A) = Sombre total d'éventualités ^ n° 
On dit souvent que p (A) est le rapport du nombre de cas favorables à A au nombre 
de cas possibles. 


EXEMPLE 


Jetons un dé à six faces numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
L'ensemble Q attaché à ce jeu comporte six éventualités équiprobables de proba- 


bilité t Dans un tel jeu, la probabilité de l'événement « sortir un nombre pair » que 


l'on peut noter (2, 4, 6) est égale à 3 soit 3: 


EXERCICES 
1. Quel est le nombre de parties de ( dans l'exemple du jeu de pile ou face répété trois 
fois. Donner pour dix parties de Q distinctes la probabilité associée. 
2. On lance deux fois de suite une pièce de monnaie. Déterminer l'ensemble Q pour ce 
jeu, puis 3 (Q) et indiquer pour chaque partie de €) la probabilité associée. 


REMARQUE 


Considérons le jeu de la roulette. L'espace probabilisé associé à ce jeu, est 
(£o, $ (£4), py) tel que Q = (x | x e Z et 0 < x < 36). Q, comporte donc. 
37 éléments. 


aw 3 


Si l'on joue en s'intéressant seulement à l'événement « manque » et à son complé- 
mentaire « non manque », on peut simplifier la situation en considérant un espace 
probabilisé construit sur un ensemble à deux éléments : (Q, $ (N), p) tel que l'on alt, 
en désignant « manque » par M et « non manque » par N, Q = (M, N } avec 
18 19 

P(M)j-n»(M)-5 e PEN} = po(N) = y 
On remarque que M est un élément de Q et une partie de O, de même pour N. 
On remarque également que pour ce nouvel espace probabilisé il n'y a plus équi 
probabilité pour l'exemple choisi. 


ÉVÉNEMENTS COMPLÉMENTAIRES 


Soit un espace probabilisé fini (Q, $ (Q), p) lié à une expérience donnée et A un évé- 
nement quelconque, partie de A. L'ensemble B des éléments x de Q qui n'appartiennent 
pas à l'événement A est appelé événement complémentaire de A. 

Ona (jxcQ) xeB <> x&A. 

B est bien le complémentaire de A au sens ensembliste du terme, on note B = (jn A. 


EXEMPLE 


Dans le lancer de la pièce trois fois de suite, les événements caractérisés par « pile sort 
une fois » et « pile sort deux fois, ou trois fois ou zéro fois » sont complémentaires, 
Le premier est la partie de Q : (PFF, FPF, FFP}. 

Le deuxième est la partie : (PPP, PPF, FPP, PFP, FFF}. 


On remarque que (a À et A sont deux parties disjointes de Q (intersection vide). 
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19.7 ÉTUDE D'EXEMPLES 


On a donc : 

P [Ga A) U A] =P (Ga A) +p (A) 
or, 

ŒGaA)UA=Q e p= 
donc : 


P(GaA)=1—p(A) 


19. 6 ÉVÉNEMENT CERTAIN. ÉVÉNEMENT IMPOSSIBLE. ÉVÉNEMENTS 


INCOMPATIBLES 


Étant donné un espace probabilisé fini (Q, T (Q), p), on appelle événement certain 
la partie pleine de €), on appelle événement impossible la partie vide de Q. 


Quel que soit le résultat d'une épreuve attachée à un espace probabilisé (Q, $ (9), p), 
c'est toujours un élément de 9, ce n'est jamais un élément de Ø (puique Ø n'a aucun 
élément). 


Deux événements A et B sont incompatibles si l'événement « A et B » est un événe- 
ment impossible. On a donc dans ce cas A n B = Ø. 


Deux événements incompatibles sont donc deux parties disjointes de l'ensemble Q. 


EXEMPLES 
Dans le jeu de la piéce lancée trois fois, 
l'événement caractérisé par « sortir cinq fois pile » est impossible. 
De méme l'événement « obtenir unc fois pile et obtenir deux fois pile » est impossible. 
Les événements « obtenir une fois pile », « obtenir deux fois pile » sont incompa- 
tibles. 


EXEROIOE 
Donner une proposition caractéristique de l'événement certain £2 attaché à un jeu 
de « pile ou face » à six lancers. 


a) Enquête dans une classe. 
Dans une classe de terminale A, 88 % des élèves ont déclaré aimer l'étude du latin, 20 % ont 
déclaré aimer les mathématiques et 15 % ont déclaré aimer le latin et les mathématiques. Nous 
dirons qu'un élève est pris au hasard dans cette classe si et seulement si la probabilité d’être 
choisi est la même pour tous les élèves. 
Quelle est la probabilité pour qu'un élève pris au hasard dans cette classe : 
— aime le latin mais pas les mathématiques ? 
— aime les mathématiques mais pas le latin ? 
— m'aime ni les mathématiques, ni le latin ? 
Notons M l'ensemble des élèves de cette classe qui aiment les mathématiques, L l'ensem- 
ble de ceux qui aiment le latin. 
p (M) désigne la probabilité pour qu'un élève aime les mathématiques (donc soit dans 


l'ensemble M). 


5 


P (L) désigne la probabilité pour qu'un élève aime le latin (donc soit dans l'ensemble L). 


p(MNL)— 0,15. Chess 


Pour qu'un élève aime le latin mais pas les mathématiques, il faut qu'il soit choisi dans 
l'ensemble L — M. 


La probabilité de ce choix est p (L — M) 


P(L— M)—p(L) — p(Ln M) 
P (L — M) = 0,88 — 0,15 = 0,73. 


Pour qu'un élève aime les mathématiques, mais in, i et 
pas le latin, il faut 
DR PINS aut qu'il soit choisi dans 


La probabilité de ce choix est p (M — L) 


»(M—L)—p(M) — p (L N M) 
p (M — L) = 0,2 — 0,15 = 0,05. 


brs proposition « Untel aime les mathématiques ou le latin » est la négation de « Untel 
n'aime pas les mathématiques et n'aime pas le latin » qui peut s'écrire aussi « Untel 
n'aime ni les mathématiques, ni le latin ». 


Onadonc: p(MU L) = 1 — p (non mathématique et non latin) 


[op p MuU L) — p (M) + p (L) — p MN L) 
pM U L) = 0,88 + 0,20 — 0,15 = 0,93. 


La probabilité pour qu'un élève n'aime ni les mathématiques, ni le latin est 1 — 0,93 
soit 0,07. i 


Jeu de trente-deux cartes. 


Étant donné un jeu usuel de trente-deux cartes, quelle est la 

s babilité d' 
Lolo nn ee : probabilité d'obtenir trois cœurs dans 
Nous allons utiliser le fait que toutes les configurations de cinq cartes prises parmi 
trente-deux sont également probables. Dans ce cas, la probabilité de l'événement étudié 
se rapport du nombre de cas favorables à sa réalisation au nombre total de cas pos- 
sibles. 
Nombre de cas possibles : C$. 
Nombre de cas favorables : C}. C. 


32.31.30.29.28 
ORT a 
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En notant A l'événement « obtenir trois cœurs dans une main de cinq cartes », on a : | 


8.7.6.24.23.5! _ 69 
P(A) = 313132.31.30.29.28 — 899 
p (A) = 0,076 


trente-deux cartes, obtienne au moins un valet ? 


(aprés simplification) 


. Quelle est la probabilité pour qu'un joueur, recevant huit cartes prises au hasard dans un jeu de 


Obtenir au moins un valet, c'est obtenir un valet, ou deux valets, ou trois valets, ou 


quatre valets. Nous allons considérer l'événement complémentaire de celui-ci, qui 


est moins complexe : c'est l'événement « obtenir zéro valet ». Notons Z cet événement 


et A l'événement « obtenir au moins un valet ». 
Z—[aA 
p(A)= 1 —p(Ga A)= 


Évaluons p (Z) : 


- p (Z). 


Nous sommes dans le cas de l'équiprobabilité. Le nombre de mains possibles de huit 
cartes sans valet est C$, (huit cartes prises dans les vingt-huit cartes « non valet »). Le 


nombre total de mains possibles de huit cartes est Cjs. 


Oh _ 28.27.26.25.24.23.22.21 _ 11.21.23 
us: PD = Gp — 32.31.30.29.28.27.26.25 — 20.31.29 | 
11.21.23 5313 
pM) 1x9 tpe TT 000 
p (A) 0,105. 
COMPLÉMENTS : PROBABILITÉ DÉFINIE SUR UN PRODUIT | 
CARTÉSIEN 


Considérons deux ensembles finis d'éventualités Q, et Q. Les éléments de Q, x Q, 


sont des couples (xj, y) avec x, € Qs et y, € M. 


Nous allons définir une probabilité p de source 3 (Q, x Q,) en nous plaçant dans le 
cas où la probabilité prend la méme valeur pour chaque événement élémentaire ((x,, y) } 


c'est-à-dire dans le cas de l'équiprobabilité sur Q x Qs. 


Si Q, comprend m éléments et Q, n, éléments, Q, x Q, en comprend m . n. La pro- 


1 D 
babilité de chaque événement élémentaire de Q, x N, est alors mw On pose d'autre 


part p(@) — 0 comme pour toute probabilité et on vérifie en utilisant l'additivité I 


de p que p(Qy x Q) = 1. 


Considérons un événement (x,) X Qs, x, étant un élément quelconque donné de Q. | 
1 


Tl contient n éléments, sa 


"ien 
probabilité p ((x,) x Q) est m. — soi 


mn 


n 


- Posons pour 


1 : " : 
touti pL) = px} X Q) = zy On vérifie que p est une probabilité sur Q (addi- 


tivité résultant de celle de p, p, (Q) = 1, pi (2) = 0). 


D'autre part on remarque que p, (E) — 


On a donc alors : 


Considérons un événement Q, x (y,), y; étant un élément quelconque donné de @. 
J 2 1 1 
Il contient m éléments, sa probabilité p (Q, x {y;}) est xo soit FA Posons pour 
ni 
1 
tout j pa D) = p X 0,1) = 7y On vérifie que p. est une probabilité sur Q. 


Sous ces hypothèses on peut remarquer que 


11 
P {xs YD} = pixd.pity) = EXT @ 


Soit E une partie quelconque de Q, et F une partie quelconque de 9%. Supposons que E 
comporte a éléments et F b éléments. E x F possède alors ab éléments, on a donc : 


pBxE- 


1 
m.m m.m 


et que pa (F) = 


P(E X F) = p, (Œ). p: (F) (2). 


situation. 
On a : un espace probabilisé fini (Q, S (Q), Pı), 

un espace probabilisé fini (Qy, $ (Q4), Pa), 

un espace probabilisé fini (Q, x Q, $ (Q, x Q,), p) avec équiprobabilité 


par hypothèse sur £}, x (1, et la relation concernant deux parties quelconques respec- 
tives de Q, et Q, : 


p (E x F) = p, (E).pa(F). 


Les résultats qui viennent d’être acquis s'étendent à un produit cartésien de plus de 
deux ensembles. 


EXERCICE PARTIELLEMENT RÉSOLU 


Considérons deux dés normaux, l’un noir, l'autre rouge. On lance les deux dés. 


Au jet du dé rouge est associé un ensemble d'éventualités Q, que nous noterons 
11,2, 3, 4, 5, &. Au jet du dé noir est associé un ensemble d'éventualités Q, que 
nous noterons {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 


Lorsque les deux dés sont jetés simultanément on peut caractériser l'épreuve par le 
couple des numéros sortis en mettant par convention le numéro rouge à la première 
place, par exemple (2, 3) ou (5, 1). Chaque épreuve liée au jet simultané des deux dés 
est caractérisée par un couple de Q, x Q,. Nous allons probabiliser Q, x Q dont 
les parties sont les événements associés au jet des deux dés. Les conditions physiques 
de production des événements nous permettent d'admettre que la probabilité de 
sortie de chaque couple est la même pour tous. Il y a 36 couples et, sous cette hypo- 


thèse d’équiprobabilité, la probabilité de chaque événement élémentaire est + 
Appelons x un élément quelconque de Q,, y un élément quelconque de Q,. Posons 
pi {x} = p (x) x Qj. On a (x) x Q, = ((x, D, (x, 2), (x, 3), (x, 4), (x, 5), (x, 9) 
et pa (&)= 6-3 = 


PA est une probabilité sur Q, (avec équiprobabilité). 


389 


19.9 VARIABLE ALÉATOIRE 
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E p. est une probabilité sur Qs 


De méme posons p, (y) = p x {D = 
(avec équiprobabilité). 


On a l'espace probabilisé (Q x s, 9 (Q, X Q4), p) 5 Keen ie soient les parties A 
ivsdeQ,etQ,ona p(AXB)—p(A.p0. 
puse tes la probabilité de la sortie d'un total égal à 4. Soit E cet événe- 


3 1 
ment, E = ((1, 3), @, 2, G, 1)}et p (E) = 3 


Questions à résoudre. : P 
19 Pour chaque total qu'il est possible d'obtenir en jetant deux dés, indiquer la pro- 
babilité d'obtenir ce total. d reur: 
ili ^ i tal des deux n. 
^ Quelle est la probabilité de l'événement A « Obtenir pour tot 

p p les dés un multiple de 3 »? Quelle est la probabilité de 1 tnt B « ES 
nir pour somme un multiple de 2 »? Comment peut-on caractériser l'événei 

A U B? Quelle est sa probabilité? 


a) Définition d'une variable aléatoire. pe ; 
Considérons un espace probabilisé fini (Q, $ (Q), p) où la probabilité p est une n 
cation de $ (Q) dans [0, 1]. Les éléments de € sont rarement des Reste 
il est fréquent de caractériser chaque épreuve par un nombre. Ainsi avec De ge 
numéroté, à chaque position finale du dé on a associé un nombre de 1 à 6 inclus. : 
a donc réalisé une application de l'ensemble Q des positions possibles du dé (en tenant 
compte seulement de la face supérieure) dans l'ensemble R. 


Définition. : = 
Soit un espace probabilisé fini (Q, $ (Q), p) on appelle variable aléatoire réelle X 
toute application de Q dans R. 

X:0 — R 


a m X. 


REMARQUES 


1. La définition donnée ci-dessus n’est valable que pour le cas Q fini et p défini sur 
3 (Q). Dans des cas plus généraux, des conditions supplémentaires seront imposées 
à l'application X pour qu'elle soit une variable aléatoire, 

2. Le moins qu'on puisse dire c'est que le choix de la locution « variable aléatoire » 
n'est pas trés heureux, et céci pour deux raisons : 1° Ce n'est pas une « variable » 
mais une application. 
2° Cette application n'a rien d'aléatoire, car dés qu'elle est définie tout w donné a 
pour image un nombre et un seul parfaitement déterminé X (o). 

II serait préférable d'employer à ce propos l'expression « application mesurable », 
qui sera justifiée dans les classes suivantes. 
EXEMPLES 

1. Dans le jeu déjà utilisé de la pièce lancée trois fois on peut introduire la règle du jeu 

suivante : A chaque coup je gagne un franc si c'est face, je perds un franc si c'est 


pile. A chaque épreuve on peut associer le gain correspondant au bout de trois 
lancers. 


L'ensemble Q peut s'écrire, avec P pour pile et F pour face : 
N = (PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF}. 


En utilisant la règle du jeu adoptée on peut préciser le gain associé à chaque épreuve, 
l'unité étant le franc. 
Les nombres positifs indiqueront un gain, les nombres négatifs une perte. 
Ainsi à PPP est associée une perte de trois francs, on notera : 
PPP m —3. 
A FPF est associé un gain de un franc : 


FPF m +1. 


On a le schéma : 


On a défini une variable aléatoire réelle X;, c'est l'application de Q dans IR dont le 
schéma ci-dessus est le diagramme sagittal. 


2. Toujours avec le même jeu; au premier jet si c'est face je gagne un franc, si c'est pile 
je perds un franc; au deuxième jet, si c'est pile je perds deux francs, si c'est face je 
gagne deux francs; au troisième jet, si c'est pile je perds quatre francs, si c'est face 
je gagne quatre francs. A chaque épreuve on peut associer le gain au bout de trois 
lancers, l'unité étant le franc. 
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On a le diagramme suivant : 


On a défini une variable aléatoire réelle Xs, c'est l'application dont le schéma ci- 


dessus est le diagramme sagittal. 
On remarque qu'il est possible de définir plusieurs variables aléatoires distinctes sur 
le méme Q. 


EXEROIOE 


à -— dt "epp pert 
En utilisant encore le jeu précédent, imaginer une troisiéme régle du jeu qui con 

à une variable aléatoire X; distincte de X, et de Xa puis construire le diagramme 
sagittal de cette application X;. 


REMARQUE 


On emploie parfois la locution « aléa numérique » pour désigner une variable 
aléatoire. 


b) Probabilité image définie par une variable aléatoire. 


Considérons un espace probabilisé fini (2, $ (Q), p) et une variable aléatoire X définie 
sur cet espace. L'ensemble des images des éléments de Q par X peut se noter X (Q). 
On peut définir une probabilité sur l'ensemble des parties de X (Q) de la facon sui- 
vante. 
A toute partie A de X (0) on peut associer la partie X-1(A) de Q, ensemble des 
éléments o de 9 tels que X (o) appartienne à A. On peut alors définir une application p^ 
de $ [X (0)] dans [0,1] en posant p' (A) = p [X7 (A). p’ est une probabilité. En effet : 
de X-1(g) = 2 on déduit p' (Ø) = p (Ø) = 0 
de X= [X (0)] = Q on déduit p' [X (0)] = p (0) = 1. 
Soient deux parties A et B de X (Q) on vérifie aisément que 

X- (A N B) = X (A) n X- (B) 
et que X- (A U B) = X7 (A) U X?! (B). 
Par suite, si A nB = g ona X (A) n X (B) = 2, 
et p'(AUB) [X3 (A u B)] = p [X7 (A) u X1 (B)] 
p X1 (A) + p [X3 (9)] = p' (A) + p' (B). 
Ce qui montre l'additivité de p'. 


Définition. 


Étant donné un espace probabili (Q, $(Q), p) et une variable aléatoire réelle X 
de source Q, l'application qui, à toute partie A de X(Q) associe le nombre p'(A) défini 
par : 


P'(A) = p {o |X (o) eA) 


est appelée probabilité image de p par X ou encore mesure image de p par l'applica- 
tion X. 


Une variable aléatoire réelle de source Q permet d'associer à (Q, T(Q), p) l'espace 
probabilisé (X (Q), S [X (Q)], p^. Cet espace probabilisé est fini si Q est fini, car alors 
X (Q) est fini puisque X est une application. 


EXEMPLE 


En reprenant l'exemple 1 du $ 19.9 a, notons E l'ensemble (— 
c'est-à-dire X, (Q). X, permet de définir sur E la probabilité p. 


1,+1,+3} 


P'{— 3) = p {PPP) = 3 

p'{— 1} = p{PPF, PFP, FPP} -i 

P {+ 1) = p {PFF, FPF, FFP) = à 
P'{+ 3) = p (FFF) = à 

sxenoiox 


Soit l'ensemble Q = {us, o, 05, 0,) et l'espace probabilisé (Q, $ (Q), p). On 
considère la variable aléatoire réelle X telle que : X(oy) = xy, X (o) = xy, 
X (03) = xy, X (04) = x. On suppose que x, < x, < xs et que à chaque élément 
de Q est associé le nombre? par la probabilité p. Déterminer l'ensemble des w pour 
lesquels X (w) = x,, l'ensemble des w pour lesquels X (o) = x, et l'ensemble des o 
pour lesquels X (o) < x. 

Préciser la probabilité image de p par X pour cet exemple. 


c) Fonction de répartition. 


Soit (Q, $ (Q), p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle de source Q, 
X:0 —— R 
€ ——. x. 


A tout x de IR on peut associer la probabilité de l'événement « ensemble des o pour 
lesquels X (o) < x ». 


Ona F:fR ——-. [0,1] 
X — P (o|X(o) « x) 
ou en abrégé x ——— p(X(o) < x). 


Cette application F s'appelle fonction de répartition de X. 


EXEMPLE 
En reprenant l'exemple 1 du paragraphe 19.9 a, nous allons déterminer la fonction 
de répartition de X,. 
Ona zie 
et F: R ——. (0, 1]. 
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Bien que le symbole F ait déjà été utilisé pour représenter « face », aucune confusion 
n’est à craindre. 
F(—3)=p {o | Xi) < —3)—0 


1 
F(- 1) = p {o | X1(@) < — 1) = p {o |X, (@) = —3) = p {PPP} = 3 


H 
2 


F(+ 1) = p {o | X (o) < + 1) = p (PPF, PFP, FPP, PPP) = 
7 
F(+ 3) = p{olX@) < +3} —g 


Pour tout nombre x strictement supérieur à + 3 on a F (x) — 
tout nombre x strictement inférieur à — 3 on a F (x) = p (2) 
Remarquons que pour tout x strictement compris entre —3 et — 1 on a 
F(x)=F(—1), pour tout x strictement compris entre — 1 et +1 on a 
F (x) = F (+ 1), etc. 

On a donc : 


p(Q) = 1 et pour 
0. 


x«&-3 FO= 
—3<x<—1 F9- 


—1<x<+l Fo- 
+I1<x<+3 Fo)-ji 
x>+3 F@O=I1 


La fonction F est une fonction en escalier croissante. Nous la représentons ci- 
dessous. 


E 


ë 
x 


Dans ce qui suit nous allons démontrer que toute fonction de répartition est une application 
croissante. 
Soit deux valeurs x, et xs distinctes telles que x, < x» 

FQ) =p {o| X(9) < xi) » 

Fx) = p (o| X(o) < xa} (par définition). 
L'ensemble des o tels que X (o) — x, est la réunion de l'ensemble des o tels que 
X (o) < x, et de l'ensemble des o tels que x, < X (o) < x», qui sont deux ensembles 
disjoints. 


On a (o1X(9) < x)= (o1X(9) «xU (olx <X (0) < x) 
e p tol X(9) & x,) — p (6| X(9) <11} + p to | xı & X69) < x}. 
Soit FG) = FG) + p (ox < X(9) < x}. 


19.10 DISTRIBUTION BINOMIALE 


Toute probabilité prend des valeurs positives ou nulles donc : 
p {o| x € X(o) < x} > 0. 
On a donc F (x) < F (x). 
On vient de démontrer que quels que soient x, et x, distincts 
X cx — Fx) EF. 
Ceci permet de conclure que F est croissante sur IR. 


EXEROIOE 


Soit (Q, F(a), p) un espace probabilisé fini et soit F la fonction de répartition de la 
variable aléatoire X de source (2. F est défini par : 


x«l, F(x) = 0 
1<x<2 F&@=} 
2<x<3, FG) 

x»39, FG) 

Déterminer l'ensemble X (N) et la probabilité image de p par X. 


Tawni 


a) Étude d'un exemple. 


Considérons le jeu de la roulette. L'ensemble Q, des éventualités associées à ce jeu est 
l'ensemble (o| w € Z et 0 < o < 36}. 

Considérons une suite de quatre coups, c'est un élément de 9% x Q X Ny x Qy = 0f. 
Prenons sur O4 l'hypothèse d'équiprobabilité qui peut se justifier par le fait qu'à chaque 
coup chaque numéro a la méme probabilité de sortie, et que le résultat d'un coup donné 
est sans influence sur les autres. Quels que soient les événements A, B, C, D de 9%, 
la probabilité de A x B x C x D est py (A). Po (B). po (C) . Po (D). py étant la pro- 
babilité sur Q, déduite de celle définie sur Q4 comme on l'a vu au § 19.8. 

Si l'on s'intéresse uniquement à « manque » et à « non manque » on peut simplifier 
la situation. (Cf. remarque du $ 19.4.) En désignant « manque » par M et « non manque » 


par N on a l'espace probabili fini (A, 9 (0), p) avec Q.— (M, N), p(M) = 15 


p(N)— 5- b et l'espace probabilisé (04, $(0*), P) tel que si A, B, C, D sont des 


éléments de quelconques on a : 
P((A, B, C, D) = p {A} -p {B} .p {C}.p (D) 


a, 


Ainsi par exemple P ((M, N, M, M)) = p {M} .p {N} .p (M) . p (M) 


A l'espace probabilisé fini (Q4, $ (Q), P) associons la variable aléatoire X de source (4 
telle que si o € O*, © .— —- k, k représentant le nombre de fois où « manque » est 
sorti. 

On va étudier la probabilité image p' de P par X. 

Ona: p'(k)— P(o| X(9) — k). 
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En particulier p'(3) = P{w | X (o) — 3), probabilité de l'ensemble des épreuves où 
« manque » sort trois fois en quatre coups. Exemples d'une telle épreuve : (M, N, M, M) 
et (M, M, N, M). 

18 19 18 18 — (18)* 19 

= (P) gne 

De même P{(M, M, N, M)) = a! b et pour toute épreuve o où M est répété trois fois 
on a P(o) = a'b. 
11 faut chercher le nombre d'épreuves o où M est répété trois fois. M peut sortir au 
1er, au 3* et au 4° coup, ou au 2*, 3° et 4* coup, etc. A chaque épreuve o telle que 
X() = 3 on peut associer bijectivement un ensemble de trois nombres distincts pris 
dans (1, 2, 3, 4 ). Il y a Cj parties dont les trois éléments distincts sont pris dans (1, 2, 3, 4), 
il y a donc Cj épreuves o telle que X (o) = 3. 


Q= 


a 
On a donc p' (3) = Cja'b = 4a%b = 4 ea D 


D'une facon analogue on trouverait : 


pma 
b) Étude théorique. 


Soit un espace probabilisé (Q, $ (0), p) associé à une expérience physique donnée condui- 
sant à deux éventualités M et N et deux seulement. On répète n fois l'expérience et 
l'on suppose que ces expériences n'ont aucune influence mutuelle, ce qui permet de 
prendre des hypothèses analogues à celles prises au a) de ce paragraphe. 
On se propose d'étudier la probabilité p' de l'événement « M est obtenu k fois » dans ces 
conditions, 
Posons p(M)—a et  p{N}=1—a=b. 
On a l'espace probabilisé produit (Q^, $ (Q"), P) et la variable aléatoire réelle X telle 
que si o € Q^, o i —— k. 
Pour toute épreuve w de Q" telle que X (o) = k on a : 

P(o) = abrt, 


Il y a Ck épreuves o telles que X (9) = k: 
On a donc p'(k) = Chab", 


La répartition de k ainsi définie est appelée distribution binomiale. 


EXERCICE 
Une urne contient quatre boules rouges et six boules bleues indiscernables au 
toucher. On tire au hasard une boule, on note sa couleur et on la remet dans l'urne. 

On répète l'expérience cinq fois. Quelle est la probabilité d'obtenir trois fois une 
boule rouge dans cette suite d'expériences. 


19.11 EXERCICE RÉSOLU. COMPLÉMENTS 


Considérons le jeu suivant : Tirons une carte au hasard dans un jeu de trente-deux cartes et 
regardons si c'est un roi, puis sans remettre la carte dans le jeu tirons une carte au hasard dans 
les trente et une cartes restantes et regardons si c’est un roi. 

On a un ensemble d'éventualités Q, = (oy, o1), {%1} étant l'événement « tirer un roi au 
premier tirage », (o1) « tirer une carte non roi au premier tirage ». On a de méme l'ensemble 
d'éventualités Q, = (cs, c5), (o) étant l'événement « tirer un roi au deuxième tirage » et 
(e) « tirer une carte non roi au deuxième tirage ». 

Si l'on associe les deux tirages, les éventualités sont des couples de Q, x Q,. On va définir une 


“probabilité p sur Q, x Qp. 


or | Gu 99 | (Gi o) 


o | (Gu en | (x o2 


L'événement (os, y), (c, 03) ) a la méme probabilité que celle de tirer un roi au premier 
tirage soit i (4 Rois, 32 cartes en tout). 


On a donc Plon 09) + Po 0D) = x 


Les deux événements (os, &,)}, (os, 5) } se distinguent uniquement par le deuxième tirage 
qui s'effectue ici dans un jeu de 31 cartes dont 3 rois et 28 cartes non roi. On leur attribue 
des probabilités proportionnelles à 3 et 28. 


pion o9) pc. o3) _ p((oy o9) + p((o o2) 
3 28 3i 


p (Go, 92) = g^ 3 7 248 
Pr 02) = g75 l= 
D'une façon analogue on trouverait : 


Pi, oD) = 54 a E 


P (oi 9) = $3 à a - 


Remarquons que la somme des quatre valeurs de p trouvées est bien égale à 1. La probabilité 
Pa Sur C), et la probabilité p, sur O} se déduisent de p. 


Ons Pile} = p (oy od, (as, 02) = 
De même pilos) = p (oi, o), (wi, 03) = 
Pil) = p (fos, o9, (o1, a9) = 


Paoa) = p {lon o, (wi, 03) = 


On remarque qu'on n’a pas pour toute partie A de Q, et toute partie B de Q, 
p (A X B) = p, (A). p, (B). Vérifiez-le par le calcul. La probabilité définie sur Q, x Q, 
n’est pas une probabilité produit. La probabilisation d’un produit cartésien étudiée au § 19.8 
n'est donc pas la seule qu'il soit possible de définir. Dans le cas qui vient d'être étudié, le 
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résultat du premier tirage a une certaine influence sur le second, on dit que les épreuves 
associées à chaque tirage ne sont pas indépendantes. 


EXERCICE 
Faire une étude analogue à la précédente en apportant la modification suivante : 
La carte tirée en premier est remise au hasard dans le jeu avant le deuxième tirage. 
La probabilité définie dans ce cas sur Q, x N, est-elle cette fois une probabilité 


produit? 


EXERCICES 


19.1 Étant donné un jeu de trente-deux cartes, quelle est la probabilité pour qu'un joueur recevant 
cinq cartes au hasard ait : 
19 Un roi? 
2» Deux dames? 
3° Quatre trèfles? 
4° Au moins trois cœurs? 


19.2 On jette une pièce de monnaie en l'air cinq fois de suite et l'on note chaque fois quelle est la 
face apparente aprés sa chute. 
Quelle est la probabilité d'obtenir ainsi exactement deux fois pile? 


19.3 Étant donné un jeu de trente-deux cartes, quelle est la probabilité pour qu'un joueur ayant 
reçu huit cartes au hasard ait la dame de carreau, sachant qu'il a en main cinq carreaux? 


194 Étant donné un jeu de trente-deux cartes, quelle est la probabilité pour qu'un joueur ayant 
reçu cing cartes au hasard ait la dame de pique sachant qu'il a trois trèfles? 


19.5 Étant donné un jeu usuel de vingt-huit dominos, quelle est la probabilité d'obtenir deux domi- 
nos de six au moins, quand on reçoit cinq dominos au hasard? 


19.6 Étant donné un jeu usuel de vingt-huit dominos, quelle est la probabilité d'obtenir un domino 
dont le total des points est six, lorsqu'on a pris cinq dominos au hasard? 


19.7 Une urne contient quatre boules blanches, deux noires et une rouge. Quelle est la probabilité 
d'obtenir exactement deux boules blanches lorsqu'on retire trois boules de l'urne au hasard? 
Quelle est dans les mémes conditions la probabilité d'obtenir deux boules de la méme couleur? 
une boule de chaque couleur? 


19.8 Le bureau d'un organisme comprend : trois secrétaires, cinq trésoriers, deux présidents. On 
constitue une commission de trois membres pris au hasard dans ce bureau. 
1° Quelle est la probabilité que cette commission comprenne un président, un trésorier et un 
secrétaire? 
29 Quelle est la probabilité pour que cette commission comprenne trois trésoriers? 
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199 Quatre joueurs jouent au poker en utilisant un jeu de trente-deux cartes. On distribue à chaque 
joueur cinq cartes au hasard. Rappelons que chaque carte a une « couleur » (trèfle, carreau, 
cœur, pique) et une « valeur » (as, roi, dame, valet, 10, 9, 8, 7). 

19 Quelle est la probabilité pour qu'un joueur donné recoive un carré (main de cinq cartes 
dont quatre ont la méme valeur)? 

2° Quelle est la probabilité pour qu'un joueur donné reçoive une paire (et une seule)? On rappelle 
qu'une paire est un ensemble de deux cartes de méme valeur. 

3° Quelle est la probabilité pour qu'un joueur donné reçoive une « quinte floche », c'est- 
à-dire cinq cartes de la méme couleur et de valeurs consécutives? 


19.10 Trois équipes de joueurs de cartes jouent deux par deux. On distingue les équipes A, B, C. Lors- 
qu'une partie est terminée, l'équipe gagnante joue contre celle qui n'a pas participé à la partie 
précédente. Toute équipe ayant gagné deux parties consécutives est déclarée « vainqueur ». 
On suppose que le jeu débute par une partie opposant les équipes A et B, quelle est la proba- 
bilité pour que C soit vainqueur en six parties au plus y compris celles où il n'a pas joué? 
Quelle est la probabilité pour qu'aucune équipe ne puisse étre déclarée vainqueur au bout de 
trois parties? 

19.11 On utilise un dé « pipé » pour lequel la probabilité d'obtenir un nombre pair comme résultat 
du lancer du dé est les trois quarts de celle d'obtenir un nombre impair. Chaque numéro pair 
ayant la méme probabilité de sortie et chaque numéro impair ayant méme probabilité de sortie, 
quelle est : 
1° la probabilité de l'événement « obtenir l'as ou le six »? 

2 la probabilité de l'événement « sortir le quatre »? 
On joue deux fois de suite, quelle est la probabilité d'obtenir des nombres dont la somme vaut 5? 


19.12 Un enfant joue avec huit cubes d'aspect identique. Les faces de ces cubes sont de couleurs 
distinctes, il y a une face rouge, une face blanche, une face mauve, une face marron, une face 
bleue, une face noire. On suppose que ce jeune enfant ne s'intéresse pas aux couleurs, 

1? Les cubes peuvent être rangés dans leur boite, qui présente huit cases numérotées de 1 à 8 
et prévues à cet effet. De combien de manières distinctes l'enfant peut-il ainsi ranger ses cubes? 
2 L'enfant empile tous ses cubes. Quelle est la probabilité pour que la face du dessus de la 
pile soit noire? 

3° Quelle est la probabilité pour qu'une des faces latérales de la pile soit de couleur uniforme? 
Quelle est la probabilité pour que les quatre faces latérales de la pile soient chacune d'une couleur 
uniforme? 

4° L'enfant forme deux piles de quatre cubes, quelle est la probabilité pour que les deux piles 
paraissent identiques en ce qui concerne les couleurs? 


19.13 Considérons le jeu suivant. On joue à pile ou face une première fois. Si c'est pile on tire une carte 
au hasard dans un jeu de trente-deux cartes, si c'est face on rejoue à pile ou face une deuxième 
fois. Si cette fois c'est face le jeu s'arrête et si c'est pile on tire une carte dans les mêmes condi- 
tions que précédemment. Au premier tirage d'une carte sont associées les conditions suivantes : 
Si c'est trèfle on perd deux francs et on retire une carte, si c'est cœur ou pique on n'est ni gagnant 
ni perdant et on arréte le jeu, si c'est carreau on gagne deux francs et on retire une carte. On 
pourra tirer au maximum deux fois une carte et au deuxième tirage sont associées les conditions 
suivantes : Si c'est trèfle on perd quatre francs, si c'est cœur ou pique on gagne un franc, si 
c'est carreau on gagne quatre francs. 

Aprés une partie on fait le bilan et l'on note positivement un gain, négativement une perte. 
A chaque partie est associé un nombre x de — 6 à + 6 inclus. Ceci définit une variable aléatoire X 
associée au jeu et prenant ses valeurs dans [— 6, + 6]. 

Déterminer pour chaque x la probabilité de l'événement « X a pour valeur x ». (On peut 
utiliser un arbre.) 

Faire une représentation graphique. 

Quelle est la probabilité d'un gain quelconque, d'une perte quelconque? 

Quelle est la probabilité d'un gain supérieur ou égal à trois francs, d'une perte supérieure ou 
égale à trois francs? 
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19.14 Cinq individus ont été témoins d'un fait donné. Parmi eux on sait que deux seulement sont 
menteurs mais on ignore lesquels. On questionne deux témoins au hasard sur le fait consi- 
déré et de façon indépendante. Quelle probabilité a-t-on 


19 d'obtenir à chaque fois une description véridique du fait? 
29 d'obtenir deux versions contradictoires? 
3? d'obtenir deux versions fausses? 


19.15 Une chaine de fabrication de pièces industrielles comporte trois postes A, B, C. La probabilité 
pour qu'une pièce soit endommagée au passage par A est 0,1, au passage par B 0,05, au passage 
par C 002. 
1° Quelle est la probabilité pour qu'une pièce passée par les trois postes A, B, C soit correcte? 
Quelle est la probabilité pour qu'une pièce soit endommagée du fait du poste B au moins? 
2 Quelle est la probabilité pour qu'une pièce que l'on a reconnue défectueuse le soit du 
du poste C seulement, du fait du poste C au moins. 


19.16 Considérons le jeu suivant : On tire au hasard une carte dans un jeu de trente-deux cartes puis 
on tire à pile ou face. On peut associer à ce jeu un espace probabilisé (Q, S(O), p). On donne 
de l'intérêt à ce jeu de la façon suivante : Si la carte tirée est un roi on gagne quatre francs, 
si c'est une dame on gagne trois francs, si c'est un valet on gagne deux francs et si c'est une autre 
carte on gagne un franc. Si la pièce tombe face en l'air on perd un franc, si c'est pile qui apparaît 
on gagne un franc. Ainsi par exemple si l'on tire une dame et qu'on obtient face par le lancer 
de la pièce on gagne en tout deux francs. 

Ceci définit une variable aléatoire réelle X de source et on demande de préciser la probabilité 
image de p par X et la fonction de répartition de X. 

Quelle est la probabilité d'un gain de deux à quatre francs, deux et quatre compris? 

On suppose que chaque partie nécessite une mise de trois francs. Quelle est la probabilité de 
conserver son avoir ou de l'augmenter? 


19.17 On lance une balle sur une cible. La probabilité que la balle atteigne la cible est 0,3. On répète 
l'expérience dix fois dans les mémes conditions. Quelle est la probabilité pour qu'aucune balle 
ne soit parvenue sur la cible au bout de dix lancers, pour que trois balles soient parvenues sur 
la cible au bout de dix lancers, pour que chaque balle ait atteint la cible pour ces dix lancers? 


19.18 Une urne contient dix jetons numérotés différemment de un à dix. On tire au hasard un jeton 
et on note son numéro puis on le remet dans l'urne. 


1? Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre pair, un nombre impair, un multiple de trois, 
un multiple de cinq, un multiple de deux et de trois? 

29 On répète l'expérience. Quelle est la probabilité d'obtenir trois numéros pairs dans une série 
de dix tirages? 

3° Pour chaque numéro multiple de trois on gagne trois francs, on perd un franc pour chaque 
numéro non multiple de trois. Indiquer les gains possibles (ou pertes) pour une série de dix 
tirages et préciser la valeur de la probabilité associée à chaque gain. Quelle est la probabilité 
de gagner au moins cinq francs? 


19.19 On détermine un nombre n de deux chiffres en tirant au hasard des boules, portant des numéros. 
différents, de un à cing, dans une urne qui contient cinq boules. 
La première boule tirée fournit le chiffre des dizaines du nombre n. On remet la boule et le 
deuxiéme tirage indique le chiffre des unités. Quelle est la probabilité d'obtenir ainsi : 


19 Un nombre n pair? 
29 Un nombre z strictement inférieur à quarante? 
3° Un multiple de six. 


19.20 Douze lots peuvent étre gagnés dans une loterie. Cent billets sont en vente. 
Une personne achéte trois billets. Quelle est la probabilité pour qu'elle gagne, si tous les billets. 
sont vendus : 
1° Au moins un lot? 
2 Trois lots? 
3 Zéro lot? 


19.21 On utilise quatre urnes contenant respectivement vingt boules bleues, dix boules rouges et 
cinq noires, trois boules bleues et quatre boules rouges et trois boules blanches, quatre boules 
rouges. 
1° On choisit une urne au hasard et on prend une boule dans cette urne. 

Quelle est la probabilité d'obtenir une boule rouge? 
2? On choisit une urne au hasard et on prend deux boules dans cette urne. Quelle est alors la 
probabilité d'obtenir deux boules de méme couleur? 


19.22 On dispose de vingt-six jetons oü sont écrites les lettres de l'alphabet, chaque lettre n'apparais- 
sant que sur un jeton. On tire au hasard quatre jetons successivement sans remettre les jetons 
tirés dans l'urne d’où ils sortent. 

1? Quelle est la probabilité d'obtenir dans l'ordre le mot « dame »? 
2? Quelle est la probabilité d'obtenir les lettres du mot « dame »? 

3 Quelle est la probabilité d'obtenir quatre voyelles? 

4? Quelle est la probabilité d'obtenir quatre consonnes au moins? 


19.23 Considérons un jeu de 32 cartes. On tire une carte au hasard et on la remet au hasard dans 
le jeu aprés l'avoir regardée. On répète dix fois l'expérience. Quelle est la probabilité de tirer 
quatre fois un roi? 


19.24 Un dé à six faces numérotées de 1 à 6 est lancé sept fois. Quelle est la probabilité d'obtenir 
trois fois le numéro 6? 


19.25 Différents objets sont en vente aux prix suivants en francs : 50, 75, 32, 27, 19, 41, 100, 33, 
45, 28, 21, 30, 50, 45, 33, 19, 27, 41. 
On prend au hasard un objet parmi ceux dont les prix sont indiqués. On définit une variable 
aléatoire en associant à tout événement « tel objet est pris » le nombre qui indique le prix de 
cet objet en francs. 
Préciser la probabilité induite par cette variable aléatoire. Quelle est la probabilité de choisir 
un objet dont le prix est strictement inférieur à 50 F? Déterminer la fonction de répartition 
de la variable aléatoire définie ci-dessus. 


= 
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TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 


Pour la commodité du lecteur nous redonnons les tables trigonométriques déjà pré- 
sentées dans le tome 1. Elles sont accompagnées de considérations concernant leur usage. 


403 


USAGE DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 


PROBLÈME DIRECT 


L'une des tables trigonométriques donnent les valeurs approchées de cos (x9), sin (x9), tg (x°), 
cotg (x°) de degré en degré de 1° à 89. L'autre donne les valeurs approchées de cos (xf"), 
sin (x6r), tg (xf), cotg (x6) de grade en grade de 1er à 998r, 

Si x est un nombre réel donné quelconque, calculons, par exemple, cos (x9), sin (x°), tg (9), 
cotg (x°). A l'aide des relations entre les images, par les fonctions circulaires, du nombre x 
et des nombres x + k 360 (k e Z), — x, 180 — x, 90 — x, 180 + x, 90 + x (cf. § 15.4) 
on pourra toujours se ramener à 0< x < 90. 


a) Le nombre x est entier, 
Si 1< x < 45, dans la première colonne à gauche sont inscrits de haut en bas les nombres 
entiers de 1 à 45. Pour l'un de ces nombres entiers x, les valeurs des fonctions circulaires sont 
données dans les quatre colonnes suivantes (qu'on lit de haut en bas) sur la ligne horizontale 
de x. Ainsi on lit : 
sin 13° œ 0,2250, tg 13° œ 0,2309, cotg 13° œ 4,3315, cos 13° œ 0,9744. 
Si 45 < x < 89, on sait que : 
sin (x°) = cos (90° — x°), — cos (x°) = sin (90° — x°); 
tg (x°) = cotg (90° — x°),  cotg (x°) = tg (90° — x°). 
Sur la ligne de 13, par exemple, vous trouverez dans la dernière coionne à droite : 77 = 90 — 13, 
cette dernière colonne indique de bas en haut les nombres entiers de 45 à 89, en lisant de bas 
en haut les colonnes intermédiaires vous lisez : 
sin 77° œ 0,9744, tg 77° œ 4,3315, cotg 77° œ 0,2309, cos 77° œ 0,2250. 


b) Le nombre x n'est pas entier. 

Il existe un nombre entier n tel que : 

n<x<n+l 
On fait l'approximation suivante : on remplace dans l'intervalle [n, n + 1] la fonction f 
(f désignant l'une des quatre fonctions circulaires) par une fonction affine g telle que : 

g(n-f(n et g(n- 1 —/G0 1) 
et on prend pour valeur approchée de f(x) la valeur g (x). Graphiquement cela revient à 
remplacer l'arc de courbe représentant f sur [n, n + 1] par un segment de droite. D'où le nom 
d'approximation par interpolation linéaire (cf. t. 1, $ 10.5 c). Nous savons que pour une fonc- 
tion affine quels que soient x, # x il existe un nombre a tel que : 
£63) 
% 


nous avons donc 
£C) -em _ go- 8m +1) gm-1-g0 _ - 

e T» T7 4-9 B aF e FDSA: 
Exemple 1. Soit à calculer sin 13042. 
La table donne : sin 139 œ 0,2250 

sin 149 œ 0,2419 
'interpolation linéaire nous donne d'après (1) : 

sin 13042’ — sin 13° _ sin 14° — sin 13° 


42 T 
GI 
sin 13042’ — sin 13° | 0,2419 — 0,2250 
MW Iar e 
6 


sin 13042’ ~ 0,2250 + z 0,0169 
sin 13942 = 0,2250 + 1, 0,0169 = 0,2368. 


Exemple 2. 

Soit à calculer cos 44018". 

La table donne : cos 44° œ 0,7193 
cos 459 œ 0,7071 


d'après (1) : 
cos 44018 — cos 459 | cos 449 — cos 459 
42 n. —1 
T 
cos 44918' — cos 45° | 0,7193 — 0, 7071 
42 | d - 


60 
42 
cos 44018 ~= 0,7071 + zg 0,0122 


cos 4418" 2 0,7071 + 5 00122 = 0,7156. 


PROBLÈME RÉCIPROQUE 


Connaissant une des valeurs des fonctions circulaires pour x, calculons x. 


a) La valeur donnée est dans la table. 
Il suffit alors d'une lecture. Soit par exemple trouver x de [0,90] tel que tg x° = 14,3007. Ce 
nombre figure dans la colonne des tangentes lue de bas en haut, on lit donc à droite x — 86. 


b) La valeur donnée n'est pas dans la table. 
On procède par interpolation linéaire. 
Exemple 3. Soit à calculer x tel que cos (x#) = 0,9058. Dans la table donnant les valeurs 
de grade en grade nous voyons dans la colonne des cosinus lue de haut en bas : 
cos 2785 œ 09114 
cos 286r œ 0,9048 


d'après (1) : 
x-3  , 27-28 
0,9058 — 0,9048 ^ 0,9114 — 0,9048 
x—28. 1 
10 D 68 
10 
x 28 — 23 © 28 — 015 
x ~ 27,85. 
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Table trigonométrique de degré en degré 


Table trigonométrique de grade en grade 


Degrés Sinus Tangentes | Cotangentes | Cosinus 

1 0,0175 0,0175 57,2900 0,9999 89 

2 0,0349 0,0349 28,6363 0,9994 88 

3 0,0523 0,0524 19,0811 0,9986 87 

4 0,0698 0,0699. 14,3007 0,9976 86 

5 0,0872 0,0875 11,4301 0,9962 85 

6 0,1045 0,1051 9,5144 0,9945 84 

" 0,1219 0,1228 9,1443 0,9925 83 

8 0,1392 0,1405 7,1154 0,9903 82 

9 9,1564 0,1584 6,3138 0,9877 81 
10 0,1736 0,1763 5,6713 0,9848 80 
n 0,1908 0,1944 5,1446 0,9816 79 
12 0,2079 0,2126 4,7046 0,9781 78 
13 0,2250 0,2309 4,3315 0,9744 T 
14 0,2419. 0,2493 4,0108 0,9703 76 
15 0,2588 0,2679 37321 0,9659 75 
16 0,2756 0,2867 3,4874 0,9613 74 
17 0,2924 0,3057 3,2709 0,9563 73 
18 x 0,3249 3,0777 0,9511 72 
19 0,3256 0,3443 2,9042 0,9455 71 
20 0,3420 0,3640 2/415 0,9397 70 
21 0,3584 0,3839 2,6051 0,9336 69 
22 0,3746 0, 2,4751 0,9272 68 
23 0,3907 0,4245 2,3559 0,9205 67 
24 0,4067 0,4452 2,2460 0,9135 66 
25 0,4226 0,4663 2,1445 0,9063 65 
26 0,4384 0,4877 2,0503 0,8988 64 
27 , , 5095 1,9626 0,8910 63 
28 0,4695 0,5317 1,8807 0,8829 62 
29 0,4848 0,5543 1,8040 0,8746 6l 
30 0,5000 0,5774 1,7321 0,8660 60 
31 0,5150 0,6009. 1,6643 0,8572 59 
32 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 58 
33 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 57 
34 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 56 
35 0,7002 1,4281 0,8192 55 
36 0,7265 1,3764 0,8090 54 
37 0,7536 1,3270 0,7986 53 
38 0,7813 1,2799 0,7880 52 
39 0,8098 1,2349 0,7771 51 
40 0,8391 1,1918 0,7660 50 
41 0,8693 1,1504 0,7547 49 
4 0,9004 1,1106 0,7431 48 
43 0,9325 1,0724 0,7314 47 
44 0,9657 1,0355 0,7193 46 
45 1,0000 1,0000 0,7071 45 

Cotangentes | Tangentes Sinus Degrés 


BTS RRDRE Sowua usun =e 


R 
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Sinus Tangentes | Cotangentes | Cosinus 

0,0157 0,0157 63,6567 0,9999 99 
0,0314 0,0314 31,8205 0,9995 98 
0,0471 0,0472 21,2049 0,9989 97 
0,0628 0,0629 15,8945 0,9980 96 
0,0785 0,0787 12,7062 0,9969 95 
0,0941 0,0945 10,5789 0,9956 94 
0,1097 0,1104 9,0579 0,9940 93 
0,1253 0,1263 7,9158 0,9921 92 
0,1409 0,1423 7,0264 0,9900 91 
0,1564 0,1584 63138 0,9877 90 
0,1719 0,1745 5,7297 0,9851 89 
0,1874 0,1908 5,2422 0,9823 88 
0,2028 0,2071 4,8288 0,9792 87 
0,2181 0,2235 4,4137 0,9759 86 
0,2334 0,2401 4,1653 0,9724 85 
0,2487 0,2568 3,8947 0,9686 84 
0,2639 0,2736 3,6554. 0,9646 83 
0,2790 0,2905 3,4420 0,9603 82 
0,2940 0,3076 3,2506 0,9558 81 
0,3090 0,3249 3,0777 0,9511 80 
0,3239 0,3424 2,9208 0,9461 79 
0,3387 0,3600 2,7716 0,9409 78 
0,3535 0,3779 2,6464 0,9354 T 
0,3681 0,3959 2,5257 0,9298 76 
0,3827 0,4142 24142 0,9239 75 
0,3971 0,4327 2,3109 0,9178 74 
0,4115 0,4515 2,2148 0,9114 73 
0,4258 0,4706 2,1251 0,9048 p 
0,4399 0,4899 2,0413 0,8980 72 
0,4540 0,5095 1,9626 0,8910 70 
0,4679 0,5295 1,8887 0,8838 69 
0,4818 0,5498 1,8190 0,8763 68 
0,4955 0,5704 1,7532 0,8686 67 
0,5090 0,5914 j 0,8607 66 
0,5225 0,6128 1,6319 0,8526 65 
0,5358 0,6346 1,5757 0,8443 64 
0,5490 0,6569 1,5224 0,8358 63 
0,5621 0,6796 1,4715 0,8271 62 
0,5750 0,7028 1,4229 0,8181 61 
0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 60 
0,6004 0,7508 1,3319 0,7997 59 
0,6129 0,7757 1,2892 0,7902 58 
0,6252 0,8012 1,2482 0,7804 57 
0,6374 0,8273 1,2088 0,7705 56 
0,6494 0,8541 1,1709 0,7604 55 
0,6613 0,8816 1,1343 0,7501 54 
0,6730 0,9099 1,0990 0,7396 53 
0,6845 0,9391 1,0649 0,7290 52 
0,6959 0,9691 1,0319 0,7181 51 
0,7071 1 1,0000 0,7071 50 
Cosinus |Cotangentes | Tangentes Sinus Grades 
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INDEX DES NOTATIONS GÉNÉRALES 


INDEX DES NOTATIONS GÉNÉRALES (suite) 


Notation Commentaire 
égalité a=b a et b représentent un seul et même objet 
appartenance aeE a est un élément de E 
(a,b, c, d,e} | ensemble dont les éléments sont a, b, c, d, e 
(x eE|S G)) | ensemble des éléments de E possédant la 
propriété $' 
inclusion (large) FCE tout élément de F est élément de E 
inclusion stricte FCEetF#E 
ensemble vide Ø ensemble n'ayant aucun élément 
intersection ENF ensemble des éléments communs à E et F 
réunion EUF ensemble des éléments appartenant à au 
moins un des ensembles E, F 
différence E—F ensemble des éléments appartenant à E et 
n'appartenant pas à F 
différence EAF EAF — (EU F) — (En F). 
symétrique 
complémentaire | CgA ou E — A | A C E, ensemble des éléments de E n'appar- 
ou A tenant pas à A 
couple œ y) IG, y) — wy & wla et y —») 
ensemble-produit. ExF ensemble de tous les couples (x, y) où x € E, 
yeF 
diagonale ^ A= {(x, y) EE x Ex = y} 
relation R R relation de E vers F de graphe R C E X F 
de Quels que soient xe Eet y eF: 
graphe R R xRy < (GER 
Éléments équiva- 
lents pour une 
relation d'équi- xy 
E 
valence ie US m. y (eR avc RCEx 
surE de graphe 
R 


€— 
Notation Commentaire 
application ELF l'application f applique E dans F 
x y x a pour image y 
image d'un élé- 
ment de la 
source fe) image de x par l'application f 
image d'une par- 
tie de la source JA) ensemble des images des éléments de A par f 
application iden- 
tique idg pour tout x de E, idg (x) = x 
composée de deux ELF£G 
applications gof Tf 
application réci- 
proque de la 
bijection f f> y= fa) > x= f) 
N ensemble des nombres entiers naturels 
Ne N* = N — (0) 
z ensemble des nombres entiers relatifs 
Q ensemble des nombres rationnels 
Q* Q* = Q — (0 
Q4 Q, = (xeQ|xz 0) 
Q- Q —(xeQ|x«0) 
R ensemble des nombres réels 
R* R* = R — {0} 
R, R; = (xeR [x 20) 
R- R- = {xeER |x <0) 
RS R?! = {xe R |x > 0) 
Z|nZ ensemble des entiers modulo n 
R[2xZ ensemble des réels modulo 2x 
intervalle fermé 
ou segment [a, b] la, b] = (xeR |a < x < b) 
intervalle ouvert Ja, bl Ja, = {xe R |a < x < b} 
1]— oo, a] ]— e.a] = {xE R | x < a} 
]— oo, al ]- es al = (xe R | x < a} 
la, + oo[ la, + œ [ = {xe R |a < x) 
Ja, + ol Ja, + œl = {xeR|a < x} 
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INDEX DES NOTATIONS PARTICULIÈRES 
A LA GÉOMÉTRIE 


INDEX DES NOTATIONS PARTICULIÈRES 
A LA GÉOMÉTRIE (suite) 


Notation Commentaire 
plan affine P(A, à, y plan passant par A et de vecteurs direc- 
teurs à et v (a et v linéairement indépen- 
dants) 
plan affine (ABO) plancontenantles points distincts non alignés 
A, Bet C 
demi-plan fermé [AB, C) demi-plan de bord (AB) contenant C # (AB), 
le bord est inclus dans [AB, C) 
demi-plan ouvert ]AB, O) JAB, C) = [AB, ©) — (AB) 
demi-espace fer- 
mé [ABC,D) | demi-espace de frontiére le plan (ABC) et 
contenant le point D ¢ (ABC) 
demi-espace ou- 
vert JABC,D) | JABC, D) — [ABC, D) — (ABC) 
Oi Ensembles des matrices 
(s =A où a+b =l 
R (R, 0) groupe des rotations de 8 
p (4, +) groupe des angles de 8, 


Notation Commentaire 
UE espace vectoriel de dimension n sur R. 
A) droite vectorielle de vecteur directeur 
u(u 4 0) 
2 (4,9 plan vectoriel de vecteurs directeurs 4 et v 
(ù et Y linéairement indépendants) 
&, espace vectoriel euclidien de dimension n 
sur R 
E, espace euclidien de dimension n 
CRETE D(a, 2) droite passant par A et de vecteur direc- 
teur u (u Æ Ô) 
droite affine (AB) droite contenant les points distincts A et B 
bi-point (A, B) couple des points A et B 
segment fermé [A, B] segment AB extrémités comprises 
segment ouvert JA, BL [A, B] — (A, B} 
mesure algébrique am 
d'un bi-point AB 
distance d(A, B) on écrit aussi AB ou || AB || 
vecteur v Si V est associé à (A, B) on écrit V — AB 
vecteur nul ô vecteur associé à (A, A) quel que soit A 
norme [MI Si V = AB, | V|| = a(A, B) 
produit scalaire x.Y 
demi-droite fer- 
mée 10, A) demi-droite d'origine O contenant A (A 0), 
elle contient O 
demi-droite ou- 
verte. 10, A) 10, A) = IO, A) — (0) 
[——— 


angle 
mesure d'un 
angle 


détermination 
d'un angle 


angle 5, »') 


GD) 


élément de Æ 


mesure de l'angle (y, v), élément de 
[2s Z par exemple 


3) 


nombre réel, X = 


An 


INDEX TERMINOLOGIQUE 


N.-B. Les chiffres en romain (caractères droits) se rapportent aux pages 
du tome 1, les chiffres en italique se rapportent aux pages du tome 2. 


295 
303 
. 298 
. 129 
amplitude d'un mouvement rectiligne 
vibration simple . 260 
—  d'unesérie.... . 366 
angle de deux axes de &,..........- 189 
— de deux demi-droites vecto- 
rielles de Bu... 176 
— de deux vecteurs non nuls de 
i> . 179 
— droit. . 183 
— nul. 177-181 
— plat 182 
application linéaire . 32 
assertion .. 6 
asymptote . 203 
— 230 


Barycentre de deux points . . 
= de trois points. 

— canonique 
— orthogonale de 6; 
—  orthonormée de 8, 
bijection . 
binomiale (distribution) 
bissecteurs . 
boule . 


CARRE esse RENS 
caractéristique d'un logarithme 
cardinal d’un ensemble . 35 
cas favorable . 
— possible 


Caucny-Scuwarz (inégalité de) 155 
cercle trigonométrique 188 
centre d'un mouvement rectiligne 
vibration simple. . . . e 200 
CHASLES (relation de) 87-178-196 
coefficients d’une combinaison 
15 
28 
cologarithme . . 293 
combinaison lii 15 
complémentaire . 10 
continuité en un point. 51 
— à gauche, à droite. 67 
contraposée d'une implication js 
convexe (ensemble) . . . . . 91 
coordonnées d’un vecteur . 20 
= d'un point . 125 
coplanaires (droites) . 99 
= (points) 93 
= (vecteurs) 28 
Cosinus d'un angle . 179 
— d'une rotation vectorielle .. 174 
— (fonction) . 199 
cotangente (fonction) 201 
cote.. 325 
"m 198 
demi-droite (partie de R). 51 
demi-droite de l'espace affine E. 91 
demi-droite vectorielle . 175 
demi espace .. M 
demi tangente (à droite, à gauche). 100 
UM 
E... 
: 739 
déterminant d'un couple de vecteurs. — 50 
= du troisième ordre. . 53 


déterminant extrait du tableau des espace probabilisé fini. 384 intersection. 12  orthogonalité d'un vecteur et d'un 
coordonnées ......... 51 — — vectoriel.. 8 intervalle . si plan vectoriel de y... 160 
— d'une matrice 70 — vectoriel euclidien 8. 153 —  cœntré 52 — de deux sous-espaces 
détermination d'un angle 195 événement ... 382 — pointé 52 vectoriels ........... 160 
diagramme des accélérations 129 — certain. 386 isométrie de l’espace affine euclidien 
= 127 — impossible 386 E.- 
- 128 événements complémentaires . 385 — vectorielle de DUCI GAB à d 
ug. «DM. 368 — incompatibles . 386 x isomorphisme d’un Ed vectoriel FRAIS Sr AT 
diamètre d'une sphère. . 308 extremum (absolu, relatif) . 109 sur un autre ,.. eese 36 cuc due d 
différence de deux ensembles. 15 plan 96-97 
— symétrique de deux en- Fonction affine tangente. 91 Ligne de rappel . 325 n RR P: 203 
sembles . — caractéristique d'une par- — deterre. JAN DUI dus ener H 
—  tabulaire . nauran 2... 07 2 limite en un point . .. a utei A 
dimension d'un espace affine. 87 = R S 105 — à gauche, à droite. — liée. 21 
, — d'un espace vectoriel . 26 — décroissante .o107 — (extensions) piece L 
direction de droite JP = pattes. Ds logarithme décimal x Lars is 
- lan i i i jt 
disque n. I «c MN UM ^E MN permutation d'un anse 2 
distance .......... LINE e ed] eder deer rA TR 273 perpendiculaires (droites de Ej)..... 283 
— euclidiene . 279 —  logarithmique de base 10.. 288 : e Mna AL ed 
— . d'un point à une droite. 286 — be ne matrice antisymétrique . 82 pu 
— d'un point à un plan 286 — périodique . — carrée d'ordre 2. te 
ri = nl x z ec Mm k — diamétral d'une sphère. … 
326 forme bilinéaire symétrique 151 Se 61  — de bout, de profil, frontal, hori . 
— frontale ,. 326 — — linéaire .. 32 — wniligne... zontal, vertical 325 
— horizontale . 325 formules d'addition . + c — symétrique ... 2 Ron do uspction Eos 
er Wciaralle A een rU side (oh ut - — horizontal de projection. 324 
S. 325 duplication) ......... 27 mesure d'un angle .. x Me ei 
x imum (absolu, relatif) — -vectoriel 23 
Cfr "- mouvement accéléré 129 Point Riad e 
effectif ... 366 — uniforme Sui i A UL * 1 
ER PEDE p — uniformément accéléré . 150 aj cus De 2 
éloignement 325 groupe linéaire d'un espace vectoriel. - uniformément retardé eo END A an DORE p 
élongation . 260 = de PARERE 74 E uniformément varié ... 149 P dt bilité . 382 
Medal E le — rectiligne vibration sim- cd 393 
équation cartésienne d'une droite. . Histogramme .. " d MA 2s produit scalaire de vecteurs deUs... 153 
HARAS. DORA Ae ii v nsi OO O ood RU Lm 0 projection de E sur une droite paral- 
-— d'un cube..... 299  homothétie de l'espace affine. 124 lélement à un plan.. 709 
— dun Pa 128-131 — vectorielle . dE : — sur un plan parallé- 
— "unesphére .. 306 ^ i inéai lement à une droite, — 713 
équation normale d'une droite . . ... 207 Incertitude . 273 pi rcc M projection horizontale d'un point... 325 
= d’un plan . 304 inclusion . n Opposées (demi-droites vectorielles). 182 — frontale d'un point... 325 
équation horaire . 127 individu 365 orientation de &, . 174 — orthogonale ........... 288 
équipollence des bi-points de E. 87 inégalité triangulaire ... 156 orthogonalité de deux vecteurs ..... 158 —  deRxRsu.,. 33 
équipotent . 35 infu xs... x, 51 d'un vecteur et d'une — de V sur une droite vec- 
espace affine 85 injection .. 22 droite vectorielle de torielle parallèlement à 
espace affine euclidien Es 277 interpolation linéaire. 280 [A FOE OR 160 un plan vectoriel. ....... 107 
414 415 
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